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MATeXp — Analisi infinitesimale

Capitolo 149
operatori su campi scalari e vettoriali
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. operatore nabla p. 2
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. operatore laplaciano e operatore biarmonico p. 4

. formule differenziali in coordinate curvilinee ortogonali p. 5
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alcuni sistemi di coordinate non ortogonali p. 20

20 pagine

1490.01 In questo capitolo si riprendono alcuni risultati dei capitoli sulle funzioni di pitt variabili reali

a valori reali per riformularli servendosi di operatori differenziali vettoriali, in particolare facendo uso

dell’operatore nabla.
Molti risultati vengono estesi, in particolare servendosi di vari sistemi di coordinate curvilinee ortogo-

nali.
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149 a. operatore nabla

[49a.01 T risultati che presenteremo riguardano campi scalari e vettoriali che si possono basare su
R x R, su R*3 ¢ sul pitl generale R*?. Taluni di essi possono anche riguardare coordinate e variabili
complesse.

Data la varieta delle situazioni che possono essere coinvolte, molti simboli possono avere interpretazioni
diverse. Chiaramente i simboli con piu significati dovranno essere usati solo in contesti in grado di
evitare ogni ambiguita.

Ci serviremo di riferimenti cartesiani denotando i sistemi di vettori di base ortonormali con (e;,e,)
per R x R, con <em,ey,ez> o con l'equivalente terna <e1,e2,e3> per R*3 e con (e1,...,e4) per R*4,
Useremo la variabile posizionale r che, facendo uso delle coordinate cartesiane, potra essere interpretata
come r=(z,y) €ER xR, come r=(z,y,2) € R*> ocome r= (z1,...,24) =(21, ..., Tq) € R*4 .
Prenderemo in considerazione campi scalari denotati con ®(r) e ¥(r) che nei tre casi si esplicitano
scrivendo, risp., ®(z,y), U(x,y) € FR xR — R_'I , D(x,y,2),V(x,y,2) € FRX?’ — R:| e
®(zq, ..., 2q), ®(21,...;2q) € [R¥4 — R ]

Inoltre esamineremo campi vettoriali denotandoli con F(r) e G(r) esplicitandoli nei tre casi, risp., con
scritture come F = (X|Y) € I:R xR — R x R1 ,come G=(P,Q,R) € FRXB — RX?’_'I 0 come
F=(F,..F)e R —RrR].

149a.02 Definiamo operatore nabla, risp., in due, in tre e in d dimensioni con le seguenti espressioni

V:=<a 8> '8+j2€{|:RxR—>]R_‘| — [RxR—RxR1};

ar ay/ ~ oz oy
(9 9 0N _ 0 0 O x3 x3 371 .
'_<8x’8y’8z>_|8x+J8y+kaz < {I:R —R] — [R¥ >R _—I}’
R R BT B i
vV = <ax1""’axd> = e g totey - € {[R* —R] — R —R] } .

Evidentemente ciascuno di essi coincide con 'operatore gradiente nelle corrispondenti dimesioni; per
ciascuno di essi si usano anche i termini operatore del e operatore di Hamilton.

149a.03 Gli operatori nabla, come gli operatori derivate parziali, sono lineari e sul prodotto di funzioni
agiscono e come l'operatore derivata; in termini algebrici quindi sono chiamati operatori derivata,
ovvero operatoi per 1 quali valgono le proprieta

Vo,BER | V(a®+40)=aVE+AVY |  VO@U)=0VI+OVT.

149a.04 L’operatore nabla trasforma un campo scalare in un campo vettoriale conservativo e viceversa
ogni campo vettoriale conservativo E(r) si puod esprimere come trasformato da nabla di un campo scalare
V(r), chiamato campo potenziale di E(r).

Evidentemente questo V(r) ¢ definito a meno di una arbitraria costante additiva: V(V(rSd) + C) =
VV().
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149 b. divergenza e rotore

149b.01 Come l'operatore gradiente, anche I’operatore divergenza si pud definire in uno spazio d-
dimensionale ed appartiene al genere [ [R*? —R*?] — [R** —R] .

Esso si puo esprimere, talora vantaggiosamente, come il prodotto scalare dell’operatore nabla per il
campo vettoriale cui si applica:

div[F(r)] :== V-F(r) := aiml F{r)+--+ % Fy(r) .

149b.02 L’operatore rotore si applica solo a spazi tridimensionali ed appartiene al genere l'_ lfos —
R3] — R —SRrR*] 1.

Talora conviene esprimerlo come il prodotto vettore dell’operatore nabla per il campo vettoriale cui si
applica:

rot [F(r)] = curl[F(r)] == VAF(r) =i ((,fyz - aazY) +i (;ZX - £Z> +k (aiy - aayx> .

149b.03 Sia la divergenza che il rotore sono operatori lineari
Vo,BeR | V- (aF+5G)=aV-F+8V-G , VA(aF+8G)=aVAF+8VAG.
E interessante osservare come si comportano quando si applicano ad un campo vettoriale esprimibile
come prodotto di un campo scalare per un campo vettoriale: dalle definizioni si ricava
V- [@F|=®dV -F+[VD]-F e VA[PF]=®dVAF+[VO|AF.
Entrambi gli operatori si comportano similmente alla derivata: questo dipende dal fatto che nelle

definizioni di entrambi gli operatori compaiono linearmente gli operatori di derivazione parziale.

149b.04 Occorre inoltre evidenziare come si comportano gli operatori divergenza e rotore quando
agiscono sopra un campo vettoriale esprimibile come prodotto vettore di due campi vettoriali.
V- [FAG=G-[VAF]—-F-[VAG],
VAIFAG =[G-V]F—[F-V]AG+F[V-G]—G[V-F].

149b.05 L’operatore nabla viene spesso applicato su un campo scalare esprimibile come prodotto
scalare di due campi vettoriali: con il seguente effetto:

V[F(r) - G(r)] = [F(r) - V]G(r) + [G(r) - V]F(r) + F(r) A [V AG()] + F(r) A[V AG(r)] .

[49b.06 Esplicitiamo altre proprieta riguardanti I’applicazione ripetuta dell’operatore nabla.
voe [R* —R] : VAIVS =0.

Pit globalmente si ha che in alcune regioni, per esempio in ogni insieme convesso:

F=V® < VAF=0.

Una funzione ® che gode di questa proprieta viene detta potenziale scalare della F.

VFe [R* 5 R*] : V. [VAF=0.

Pit globalmente si ha che in alcune regioni, per esempio in ogni insieme convesso accade:

F=VAG <= VF=0.
In una tale situazione la funzione G viene detta potenziale vettore della F.

VFe [R* 5 R*] : V. [VAF=0.
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149 c. operatore laplaciano e operatore biarmonico

149c.01 Come il gradiente e la divergenza, anche I’operatore laplaciano si puo definire in uno spazio
d-dimensionale; esso si puo applicare sia ai campi scalari che ai campi vettoriali e appartiene al genere

[ fre? —R] — R —RrRT YT R —R“] — [R* SR ],

Esso si definisce come prodotto ripetuto dell’operatore nabla: V2 := div[grad].
Spesso 'operatore laplaciano viene identificato con il simbolo A e talvolta con la scrittura As.

Piu esplicitamente, per il piano, per lo spazio tridimensionale e per il generico spazio d-dimensionale,
risp., si scrive

0? 0? 0?
oxr2  0y? 022

0% 02

0? 9?

V.= , V.=

149¢.02 11 laplaciano si incontra nella espressione per I'applicazione doppia dell’operatore rotore
VAIVAF = VIV-F]-V?F.
149¢.03 Le funzioni che soddisfano le equazioni V2®(r) = 0 si dicono funzioni armoniche. Ricordiamo

che sono funzioni armoniche la parte reale e la parte immaginaria di ogni funzione olomorfa. .

149c.04 Si dice operatore biarmonico 'operatore ottenuto applicando due volte ’operatore laplaciano.
Anch’esso si puo applicare sia a campi scalari che a campi vettoriali. Si trova facilmente la seguente

espressione
y o o L o
V* = div grad div grad = 4+ 4 + 2 —_— .
& & 8x14 81'd4 Zl Z 8%—2890]-2
1=1 =141
Si dice funzione biarmonica ogni funzione che soddisfa un’equazione della forma V*®(r) = 0.

Evidentemente ogni funzione armonica ¢ anche biarmonica, ma vi sono funzioni biarmoniche che non
sono armoniche.
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149 d. formule differenziali in coordinate curvilinee ortogonali

149d.01 Cominciamo ora a vedere come si esprimono le entita che si incontrano nello studio differen-
ziale dello spazio R*® quando si passa da un sistema di riferimento basato su coordinate cartesiane
ortogonali (che si suppongono monometriche e caratterizzate da una terna destrorsa) ad un generico
sistema basato su coordinate curvilinee ortogonali.

Per le terne di coordinate cartesiane useremo sia la notazione (z,y, z) che la <m1, To, x3> che conside-
riamo equivalenti; per le terne di coordinate curvilinee useremo come equivalenti le notazioni (u, v, w)
(§ <U1, Uug, 'LL3>.

I due sistemi di riferimento, supposto che le origini siano O e O, verranno denotati, risp., con Oxyz e
con Ouvw. Nel seguito tuttavia, salvo avviso contrario supponiamo che i due sistemi abbiano origini
coincidenti, O = O, in modo da evitare di avere a che fare con traslazioni.

11 collegamento sia stabilito da un sistema di trasformazioni della forma

z = X(u,v,w) 1 = Xy (u1,uz,u3)
y =Y (u,v,w) OVVero 9 = Xo(u1,ug, uz)
2= Z(u,v,w) r3 = X3(u1,u2,us)

Alle trasformazioni inverse diamo la forma

u=U(z,y,) uy = Uy (21, x2, x3)
v="V(x,y,x) ovvero ug = Us(x1, 22, 3)
'lU:W(I',y7I’) U3:U3(I’1,I2,LE3)

Un punto dello spazio viene individuato mediante i versori di base con espressioni come le seguenti
r=uxe, + ye, + z€, = 177 + TaTs + x3T3 e da r=ul + 00 + W = u Uy + UgUz + UU3 .
Ricordiamo che in altri punti usiamo le notazioni i=e; =e;, j=e; =e, e k=e3 =e,.

Un campo scalare sard individuato da ®(z,y, 2) o da ®(u,v,w).
Un campo vettoriale da F(z,y,2) = F,e, + Fye, + F.e, o da F(u,v,w) = F,u+ F,0 + F,@ .
La condizione di ortogonalita per le coordinate (u,v,w) sono espresse dalle equazioni

or Or .
0w a—uj =k;id; per i,57=1,23.
. . . . o o O0x,y,2)
Il sistema delle (u,v,w) risulta destrorso sse per il determinante jacobiano si ha 7> > 0.
U, v, W

149d.02 T versori del sistema <u1, Uus, u;>,> sono ottenuti come

o VU _ o | or

per i=1,23.

Per il collegamento tra i due sistemi conviene riferirsi ai tre parametri chiamati fattori di scala

1 ox\? (Y ? (97 ? 193
= —_— = _— —_— T = .
|VU1 ‘ aul 8ui 8ul pe ! T

Osserviamo esplicitamente che i fattori di scala possono essere funzioni di r = (u,v, w).

or

hi = |=—
aui

149d.03 Per le componenti di un campo vettoriale F(r) si trova

% (anX o +anZ>

F,, = =
’ 8uz Y 8’(1,1' 8u,'

per 1=1,23.

2024-10-02 149 operatori su campi scalari e vettoriali 5



Alberto Marini

Per il vettore spostamento infinitesimo
dr = hiduqiu; +hodusug + hgdusug .
Per la lunghezza dell’arco infinitesimo
ds? = |dr? = hi2du,? + ho?du® + ha?dus? .

Per gli elementi infinitesimi di superficie

hlhgduldUQ s hghddUQdUS 5 hghld’u,gdul.

Per il volume infinitesimo

dV = hl hghgduldUQdU3 .
149d.04 Veniamo ora alle espressioni per I'operatore nabla e le sue applicazioni.

3
Vo =grad® = ———u; ,
& z:zlhz 8u1

3
) 1 0 (hyhshs
F=divF= > Fy,
V le hl h2 h3 i1 aul < hl uL) ’

hiur  houz  hsus

1
VAF:rOtF:7hhh det 8iu1 6%2 8%3
112 s thu1 hQFug h3FU3

0
Us

3 —
— 1 hy ho hy 0P
p = —— .
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149 e. coordinate polari e coordinate cilindriche

149e.01 Definiamo coordinate cilindriche in 3D le tre variabili p € Ro;, ¢ € (— 7, 7] e z € R.
Il loro collegamento con le coordinate cartesiane € dato dai due sistemi delle trasformazioni mutuamente

inverse
T = pcos¢ p=/x?+ y>?
y = psin ¢ e ¢ = atan2(y, x)
z=z 2=z
Ricordiamo che si definisce
arctan(y/x) sse >0
atan2(y,z) := ¢ arctan(y/z)+ 5 sse <0 e y>0

arctan(y/z) — 5 sse <0 e y<0

e che si usa questa funzione ridondante per ottenere valori di ¢ nell’intero ( — , 7).
Se ci si limita a considerare il piano z = 0 si hanno le coordinate polari piane.

Le relazioni tra i vettori di base ricavate da d02(1) sono

e, = pCcos¢ — ¢psing Aﬁ:excos¢+eysin¢>
e, = psing + ¢cos ¢ — ¢ = —eysing +e,cos ¢ ;
e, =¢€; e, =€,

I tre fattori di scala [d02(2)) sono h;y =1, ha=p e hzg=1.

149e.02 Le relazioni tra le componenti dei campi vettoriali sono

F, = F,cos¢ — Fysin¢ I, =F,cos¢+ F,sin¢
Fy=F,sin¢+ Fycos¢ <= Fy =—F,sing+ Fycos¢

dr = pdp+dpdp +e.dz
ds? =dp?+ p*dp? +dz?
pdpdyp , pdep dz , dzdp
dV =pdpd¢ dz

149e.03 Per gli operatori differenziali abbiamo le seguenti relazioni:
0P 100~ 00

Vo = dd = —p+ —— —e,

gra 8pp+p(9q5 +8ze

L0\pF,) | 10F, | OF,

F: '(I):
\Y div > op 90 e
e (1OF OB (08, RS 1(0(R) o,
V AF rotF(p8¢ 8z)p+<8z 8p>¢+p< o 26 ) &
2 2
v _ 10 (), 100 o
pOp \" dp p2 02 022
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149 f. coordinate sferiche

149f.01 Le coordinate sferiche in R*® sono: r € Ry , 0 € (0,7] e ¢ (—m, a].
Il loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle seguenti trasformazioni mutuamente

inverse . 2 S
x = r sinf cos¢ "= ISyt
y = r sinf sing e 6 = arccos (Z)
z = r cosf Va? +y? 4 22
¢ = atan2(y, x)

Le relazioni tra i vettori di base ricavate da d02(1) sono

e, :?sin&cos¢—|—§cos€cos¢—@sinqb T = e sinf cos ¢ + ey sin'sin ¢ + e cosd
e, =7sinfsing + 6 cosfsing + ¢ cos ¢ — § = ez cosfcos¢p +e,cosfsing —e,sind
e, =Tcosf —0sinf ¢ = —eysing +e,cos¢

I tre fattori di scala, introdotti in d02(2), sono hy =1, ha =7 e hg = rsiné.

149f.02 Le relazioni tra le componenti dei campi vettoriali sono

F, = F,.sinfcos¢ + Fycosfcos¢p — Fysing F,. = F,sinfcos¢ + F,sinfsin ¢ + F, cos 6
F, = F,sinfsin¢ + FycosOsing + Fycos¢p <= § Fy = F, cosfcos¢p+ Fycosfcos¢p— F,sind .
F, = F,cosf — Fysinfcr Fy=—F;sing+ Fycos¢

dr = 7dr +0rdf+ér sind do

ds’ =dr?+72d6> +r? sin®0d¢?

rdrdd , r?sinfdfde , rsinfde dr
dV =72 sinf dr d6 do¢

149f.03 Tra gli operatori differenziali abbiamo le seguenti uguaglianze:
o00_. 100~ 1 00~

V& = grad® = ET—F;%H—F m%

1 0%F,) 1 OFysing 1 0F,

r2  Or rsinf 00 rsinf O¢

1 [OFssing OF,\ . 1 [(0F, . 9rFy\~ 1 (0(rFs) 0F,\ ~
rsme( 00 &;s)’"+rsino(a¢ Sinb =5, )9+r< a0 )°
o~ L0 (200 1 0 (L 0wy 1 o

Ve = r2 Or " or +T2Si119 o7} 5111980 +r231n20 olog

827(1) 28;1) 1 0 (1-— 2)83 1 827@

or:2  ror r2 & 1 — k2 0¢?

V-F = divd =

VAF = rotF =

Ok

= | k:=cosl| =

ok
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149 g. coordinate paraboliche

1499.01 Le coordinate paraboliche sono utilizzate sia nel piano che nello spazio R*®. Le prime sono
caratterizzate da linee coordinate costituite da parabole confocali; le seconde si ottengono dalle prime
ruotando le suddette parabole intorno al loro asse di simmetria

1499.02 Denotiamo le due coordinate con o e 7. Le parabole hanno come fuoco comune 'origine
(z,y) = (0,0) e come asse comune la retta z = 0.

{ x = oT
v = b o
Fattori di scala sono h, = h, = 02+ 12

L’elemento infinitesimo di area ¢ dA = (0% + 72) do dr .

1499.03 L’operatore laplaciano &
2 2
Vip = 1<3@+M> )

024712\ 002  Or2

1499.04 Le superfici coordinate sono paraboloidi confocali

r = 0T CoSQ
y = oTsing
YR
ove ¢ = atan2(y, ) . Il tensore metrico di Riemann &
0%+ 72 0 0
Gij — 0 o2+ 72 0
0 0 o+ 72

Fattori di scala sono h, = h, = m e hg = oT.

L’elemento infinitesimo di volume ¢ dV = o7(0? + 72) do dr .

1499.05 L’operatore laplaciano &

V2 = 1 lﬁ 83 +lg 87(1) + 1 827@
T 2472|000 \" o0 ror ' or 027129712 "
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149 h. coordinate ellittiche e coordinate ellittico-cilindriche

[49h.01 Le coordinate ellittiche sono coordinate ortogonali per il piano R x R caratterizzate da linee
coordinate costituite da ellissi e iperboli confocali. Per i due fuochi assumiamo che siano i punti (—a, 0)
e (a,0) appartenenti all’asse Ox e denotiamo le due coordinate con u € Roy e con v € [0, 27).

Il collegamento con le coordinate cartesiane e dato dai sistemi di uguaglianze

x = a cosh yu cos v
y = a sinh p sin v

Il primo sistema si puo riesprimere concisamente con 'uguaglianza © 4+ iy = a cosh(p +iv) .

1
[49h.02 T fattori di scala sono dati da hy=h, =a\/ sinh? ju 4 sin’ v = a \/2 (cosh 2 = — cos 2v).

L’elemento infinitesimale di area & dato da dA = a? (sinh2 @+ sin? 1/) dpdy .
1 *® 9’
L’operatore laplaciano ¢ V2® = — + ) .
P P a? (sinh2 1t + sin? v) (3#2 ov?

[49h.03 Le coordinate ellittico-cilindriche sono le pitt semplici estensioni a R*? delle coordinate ellittiche
e si ottengono aggiungendo semplicemente la coordinata z alle ellittiche piane. Vedremo in seguito le
altre estensioni costituite dalle coordinate ellissoidali, sferoidali oblate e sferoidali prolate.

Le coordinate sono 1 € R, v € [0,27) e z € R e il loro collegamento con le coordinate cartesiane & dato
dalle uguaglianze

x = a cosh yu cos v
y = a sinh p sin v
z = z
1
[49h.04 T fattori di scala sono dati da h, = h, = a \/ sinh? p + sin® v = a \/2 (cosh 2 = —cos 2v)
eh,=1
L’elemento infinitesimale di volume & dato da dV = a? (sinh2 1+ sin? 1/) dpdv dz .
1 0% 90 9?®
L’operatore laplaciano ¢ V2® = — + ) + = .
P P a2 (sinh® yu + sin® v) (8/12 ov? 022
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149 i. coordinate ellissoidali

149i.01 Definiamo una famiglia di coordinate indicizzata da tre parametri reali, a, b e ¢ che soddisfano
le disuguaglianze ¢ < b? < a®. Una terna di coordinate ellissoidali si denota con (), i, ) e si chiede che
valgano le disuguaglianze —a? <v < —b> <pu< —c2 <.

Il loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle uguaglianze

2 o~ ([@ENE@ ) +y)
(> =" (a” = &)

2 o= N+ + )
(b — )" — )

(€ + (S + p)(? +v)
(02 7 b2)(02 7 a2)
Conseguentemente le superfici relative a A costante, dato che si ha

11;’2 y2 22

a2+/\+b2+)\+02+)\

e dato che i tre denominatori sono positivi, sono ellissoidi.

z =

=1

Le superfici relative a u costante, dato che si ha

JJ2 y2 22

+ —
a+p BPtp (P +p)

e dato che i tre denominatori sono positivi, sono iperboloidi a una falda.

Le superfici relative a v costante, dato che si ha

2P - 52 B
a?+v —b2+v) —(2+v)

e dato che i tre denominatori sono positivi, sono iperboloidi a due falde.

149i.02 Per semplificare le formule che seguono introduciamo la funzione polinomiale
T(0):= (a®> +0)(b*> + o) (c® + o) .

I fattori di scala si possono allora scrivere

hoo L [Q=m—v) poo L =N —v) poo L =N —p
A2 T(\) D) T (1) T T(v) '

Di conseguenza l’elemento infinitesimale di volume ¢ dato da

qv = A= -vp-—v) () dye dv .

5T T(0) T(0)
149i.03 L’operatore laplaciano ¢ dato dall’espressione

4Ty 9 o
Ve = it o VW |+

4/T(p) a[ma¢]+ 4/T(v) a{ma@}'

(=N (n—v) op ol (=N —p)ov v
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149 j. coordinate sferoidali oblate e prolate

149j.01 Vediamo ora una famiglia di coordinate indicizzata da un parametro a € R,. Definiamo
coordinate sferoidali associate ad a le tre variabili p € Ry, v € (—7/2,7/2] e ¢ € (—pi,7]; la v & una
coordinata angolare analoga alla latitudine e ¢ una coordinata azimutale, cio¢ analoga alla longitudine.
Il loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle uguaglianze

x = a coshy cosv cos¢
y = a coshp cosv sin¢
Z = a sinh p sinv
Conseguentemente si trova che
2 2 2
e +y z .
= cos’v +sin’rv = 1 ;

a2cosh® i aZsinh?
quindi le superfici relative a p costante sono sferoidi oblate.

Similmente, dato che si ha

2,2 2

T +y z .

o — —— = cosh? i +sinh?p = 1,
a?cos?v  a?sin“v

le superfici relative a v costante sono iperboloidi di rivoluzione.

Per le trasformazioni inverse si trova innanzi tutto ¢ = atan2(y,x). Si ha inoltre che la distanza

dall’asse )z ¢ p := /22 + y?; introdotte le distanza dai due fuochi delle sferoidi e degli iperboloidi,

di+d dy —d
di:=(p+a)?+2% e dy:=(p—a)?+ 22, si giunge alle cosh u = 1; > e cosv = 12 2
a a

149j.02 Per i fattori di scala si trova

hy = h, = ay/sinh? ji 4 sin’ v e he = a cosh pcosv .

Di conseguenza ’elemento infinitesimale di volume & dato da
dV = a® coshpu cosv (sinh2 1+ sin? 1/) dup dv do .
149j.03 Per I'operatore laplaciano si ottiene

Vi = ! L 9 cosh oe —i——l 9 cosua—q) +
a2 (sinh2 1+ sin? V) cosh p O 'ué‘u cosv Ov ov

1 9%d

a? (cosh® u cos?v) 9¢?

149j.04 Definiamo una famiglia di coordinate indicizzata da un parametro a € R,. Le coordinate
sono p € Roy, v € (0,7] e ¢ € (0,27]; come nelle v & una coordinata angolare analoga alla latitudine
e ¢ una coordinata azimutale, cioe analoga alla longitudine.

11 loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle uguaglianze

= a sinhp sinv cos¢
= a sinhp sinv sin¢
= a cosh p cosv

Ne &
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Conseguentemente si trova che

2 2 2
e +y z .
= cos’v+sin’y = 1;

a? sinh® a2 cosh?
quindi le superfici relative a u costante sono sferoidi prolate.
Similmente, dato che si ha

22 4 2 52

2

2 .12
— - 5 5— = cosh”™p—sinh”p = 1,
a? sin“v  a? cos?v

le superfici relative a v costante sono iperboloidi di rivoluzione.

Per le trasformazioni inverse si trova innanzi tutto ¢ = atan2(y,z). Si ha inoltre che la distanza

dall’asse )z ¢ p := /a2 + y?2; introdotte le distanza dai due fuochi delle sferoidi e degli iperboloidi,
dy + do dy —dy

e cosv =
2a 2a

di = (p+a)?+22 e dy = (p—a)®+ 2%, sigiunge alle coshy =

149j.05 Per i fattori di scala si trova

hy = h, = a\/sinh2u—|—sin2y e hey = a sinhp sinv .

Di conseguenza l'elemento infinitesimale di volume & dato da
dV = @ sinhp sinv (sinh2 1 + sin® 1/) du dv d¢ .

149j.06 Per I'operatore laplaciano si ottiene

1 0% 9’0 0o 0

— + = +cothpy — +cotv —| +
a? (sinh® p + sin®v) [Op? ~ Ov? K ou

2
b =
v ov

1 0%

a?sinh? p sin? v 042
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149 k. coordinate coniche

[49k.01 Si tratta di una famiglia di coordinate ortogonali indicizzata da due parametri reali b e ¢ per
i quali si chiede che sia ¢? < b? .

Trattiamo come coordinate coniche le tre variabili reali » € Ry, p e v sottoposte alle limitazioni
V2 < <p? <.

Le corrispondenti famiglie di superfici coordinate sono costituite da sfere con centro nell’origine, da
coni ellittici con il vertice nell’origine e asse di simmetria Oz e da coni ellittici con il vertice nell’origine
e asse di simmetria Oz.

Il loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle uguaglianze

_ rpy
o= be
. (=) =)
Y b b2 _ 2
z z

Dalle precedenti uguaglianze si ricavano le seguenti

2yt 427 =%

2 2 2

xr z

2 21/ 5t —o——5 = 0;
proopr = pt—c

2 2 2

xr z

I A— =0.

022 2 T2 2
La prima dice che le superfici con r costante sono sfere con centro nell’origine; la seconda e la terza
dicono che le superfici con p costante e quelle con v costante sono coni con vertici nell’origine.
Le superfici delle tre famiglie sono mutuamente ortogonali.

149k.02 Fattori di scala

p2 — 12 u2 — v2
h,fr-:]. B h = ) h’l/:
g T¢W—Mmﬂﬂﬂ T¢W—ﬂwtw%

[149k.03 Per il laplaciano si trova
v(2v? —b? — c?) 0P (b—v)(b+v)(v—c)(v+c) O*°®

V2 = s c -
(b= v)(p+v)r? ov (v =) (v + p)r? 2
p2p? =8 =) 02 poutou—b(nth) 0’ 200 0@
(v—p)(v+pr? ou (v —p)(v+ pr? op* o or  or?’

Le coordinate coniche consentono di separare le variabili dell’equazione differenziale di Laplace e
dell’equazione differenziale di Helmholtz.
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149 |. coordinate bipolari e coordinate bipolari cilindriche

1491.01 Le coordinate bipolari costituiscono una famiglia di coordinate indicizzata da un parametro reale
positivo che denotiamo con a. Esse fanno riferimento ai due fuochi Fy = (—a,0) e Fy = (—a,0) esi
denotano con o €[0,27) e T €R.

Il loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle uguaglianze

sinh 7
r = q———————
cosh T — coso

sin u

= q¢q—
coshT —coso

1491.02 Dalle uguaglianze precedenti si ricavano le seguenti

2?4 (y—a coto)? = a® csc o

(x—a cotht)? +y? = a®csch?r

La prima dice che le curve per o costante sono circonferenze non concentriche i cui centri possono
trovarsi in ogni punto dell’asse Oy che si intersecano nei due fuochi. Le circonferenze con ¢ > 0 hanno
ordinata positiva, quelle con ¢ < 0 stanno al di sotto dell’origine.

La seconda uguaglianza dice che le curve per 7 costante sono circonferenze non concentriche i cui centri
possono trovarsi in ogni punto dell’asse Oy; quelli con 7 > 0 hanno i centri con ascissa positiva, quelli

con 7 < 0 hanno i centri a sinistra dell’origine.
. . . . . — d
In effetti, denotato con P il punto variabile nel piano, la o esprime ’angolo F; PF5, mentre 7 = In d—l,
2
dove d; e dy denotano, risp., le distanze di P da F; e da F5.

a
I fattori di scala sono h, = h = —m—— .
cosh 7 — coso

cosht —coso)® (9°®  9°®
2 0o2 012

Utilizzando queste coordinate si rende 1’equazione di Laplace separabile.

1491.03 L’operatore laplaciano ¢ V?® =
a

1491.04 Le coordinate bipolari cilindriche costituiscono un sistema ortogonale di coordinate per R*3
ottenuto proiettando il sistema delle coordinate bipolari del piano secondo la direzione dell’asse Oz.
Anche questo sistema di coordinate dipende da un parametro estensivo a che corrisponde alla meta della
distanza tra i due fuochi; questi sono canonicamente definiti come Fj := (—a,0,0) ed F:= (a,0,0).

Queste coordinate sono ¢ € [0,27), T € Re z € R.

Il loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle uguaglianze

sinh 7
r = q—————
coshT —coso
sin u
y=a_————
cosht — coso
z = z

1491.05 Dalle uguaglianze precedenti si ricavano le uguaglianze riportate in 102 che ora vanno inter-
pretate come equazioni di superfici cilindriche per o costante e per 7 costante, superfici che proiettano
nella direzione dell’asse Ox le circonferenze di Apollonio descritte in 102. Per completare la terna delle
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superfici coordinate, a queste superfici cilindriche vanno aggiunti i piani paralleli a Oxy relativi a z
costante.

I fattori di scala per le coordinate bipolari cilindriche sono quindi
a
he = hy = ——— h, = 1.
COS%T —coso
a
L’elemento di volume infinitesimo ¢ ———— = dodrdz.
(cosh T — cos 0)?

hr — 2 2P 2P 2P
[491.06 L’operatore laplaciano ¢ V2® = M (8 0 ) 9 5

a? do?2 = 012 z
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149 m. coordinate bisferiche

149m.01 Si tratta di una famiglia di coordinate ortogonali indicizzata da un parametro reale positivo
che denotiamo con a. Il loro sistema si pud considerare ottenuto ruotando il sistema di coordinate
bipolari intorno all’asse che passa per i due fuochi la cui distanza ¢ 2 a

Denotiamo come coordinate bisferiche le variabili o € (0,27], T € Re ¢ € (— 7, 7.

La coordinata o esprime 1’angolo FﬁFQ; 7 =1In— dove dy e dy esprimono le distanze di P, risp., da
2

Fy e de Fy; la ¢ ¢ una coordinata azimutale: ¢ = atan2(y, z).

Il loro collegamento con le coordinate cartesiane € dato dalle uguaglianze

sin o

T ——22C0 _ cos
cosh 7 — coso ¢
sin o .
= ¢—>-%——sin
Yy cosh T — coso ¢
o sinh 7

cosh 7 — coso

149m.02 Dalle uguaglianze precedenti si ricavano le seguenti

2
22 4 (\/x2+y2—a cota) = a2

2

(2®+y*) + (2 —a cotht)” = —5— .
sinh® 7

La prima dice che le superfici con ¢ costante sono tori di diversi raggi che passano tutti per i fuochi e

non sono concentrici, ma hanno i centri nel piano Oxy. La seconda dice che le superfici con 7 costante

sono sfere di raggi differenti che contengono i fuochi, non si intersecano ed hanno i centri sull’asse Oz.

I fattori di scala sono

a a sino
he = hy = ——— hy = ——— .
7 T coshT — cos ¢ coshT — cos o
3 .
. NP . N a® sino
Quindi ’elemento infinitesimo di volume ¢ dV = ————————5 dodrd¢ .

(cosh T — cos o)

149m.03 Per il laplaciano si trova

V2p — (cosh T — cos 0)3

a? sin o

0 sin o 0 4 sin 0 1 o0 n 1 0°®
Z o o — ’= i
0o \ coshT — cos o Jo Ot \coshT —coso Ot sin o(cosh 7 — cos o) IP?
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149 n. coordinate paraboloidali

149n.01 Definiamo una famiglia di coordinate indicizzata da due parametri reali, A e B che soddisfano
la disuguaglianza B < A. Una terna di coordinate paraboloidali la denotiamo con (\, y,v) e per le sue
componenti si chiede che valgano le disuguaglianze A< B<u< A<y .

Il loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle uguaglianze

o _ (A=NA-p(A-v)

T (B

A)
. (B- NGB — 1)(B— 1)
Yoo (A-B)

z = %(A—I—B—)\—,u—l/)

Da queste uguaglianze si ricavano le seguenti

22 y?

= 2 A

A x_B PN
22 y?

:2 N

v—A v-—-B v
22 y?

= 2 .

u—A+u—B z+p

Dalla prima di queste si ricava che le superfici con A costante sono paraboloidi ellittici; dalla seconda
che anche le superfici con v costante sono paraboloidi ellittici; dalla terza si ottiene che le superfici con
w1 costante sono paraboloidi iperbolici.

149n.02 T fattori di scala sono

(-Ne-N 1 [ewep
A-NB-N T 2\ UA-pB-w

Di conseguenza l’elemento infinitesimo di volume e
dv = (/‘_)‘)(V_A)(V_N) dX\dp dv .
SVA-NB-NA-—u-B)v— A - D)

149n.03 Per I'operatore nabla abbiamo
v - [Lshuma)®, 0 Teobog )R, 0 [0 N]" b

(L=v)(p—=2A) "ou T L(n—v)(A—v) A=v) (=) 2
Di conseguenza per l'operatore laplaciano si trova

V2 = {(b)()} i 9 [(M — D)2 (- e)'/? 8] +

(=) —2A) o ou
[((:—b;g ))}1/2 ;y |:(b_y)1/2( & 88”} n
[((j\\ ;E; ))\\))}1/2 aa/\ {(b—/\)m()\ )1/2 ;}J
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149 o. coordinate toroidali

1490.01 Si tratta di una famiglia di coordinate ortogonali indicizzata da un parametro reale positivo
che denotiamo con a. Il loro sistema si pud considerare ottenuto ruotando il sistema di coordinate
bipolari intorno all’asse che passa per i due fuochi la cui distanza ¢ 2 a

Come coordinate toroidali assumiamo u € [0,27), v € Ry e ¢ € [0,27).

Il loro collegamento con le coordinate cartesiane ¢ dato dalle uguaglianze

sinh v
r =a—————— COS¢
cosh v — cos u
sinh v .
Yy = a—— sing
cosh v — cos u
sin u

= q—
cosh v — cos u

1490.02 Dalle uguaglianze precedenti si ricavano le seguenti

22+ +22+a®> = 2a+/22 + 32 coth v

a
2> +y° + (2 —acot u)? = —;
sin” u
tan ¢ = J
x

La prima dice che le superfici con v costante sono toroidi. La seconda dice che le superfici con u
costante sono tazze sferiche, sfere con centro in (0,0, a cot u) e raggio uguale a a |csc u|. La terza dice
che le superfici con ¢ costante sono semipiani.

I fattori di scala sono

a a sinh v
h = h = - , hy = —————
“ v cosh v — cos u ¢~ cosh v — cos u
3 .
a’ sinh v
Quindi Ielemento infinitesimo di volume ¢ dV = 7 du dv d¢ .

(cosh v — cos u)

1490.03 Per il laplaciano si trova

2. _ csch v (cosh v — cos u)?
Vid = 2 :

2 sinh v 87<I> n 2 sinh v 87<I> n i csch v 8£
Ou \ cosh v — cos u du Ov \ cosh v —cos u v 0¢ \ cosh v —cos u ¢ '
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[49 p. alcuni sistemi di coordinate non ortogonali

[49p.01 Si dicono coordinate iperboliche delle particolari coordinate non ortogonali che servono per il
solo I quadrante del piano cartesiano; le denotiamo con u € R e v € R;..

{xzve“ — {u:—éln(%)

y = ve ¥ v = JTY

[49p.02 Si dicono coordinate bipolari bicentriche le coordinate piane che esprimono le distanze di un

punto corrente da due punti fissi.

[49p.03 Si dicono coordinate biangolari le coordinate piane che esprimono gli angoli che i due segmenti
che congiungono un punto corrente con due punti fissi formano con I'asse Ox.

L’esposizione in https://www.mi.imati.cnr.it/alberto/ e https://arm.mi.imati.cnr.it/Matexp/matexp_main.php

20 149 operatori su campi scalari e vettoriali 2024-10-02



