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B120.01 1I capitolo ¢ dedicato all’introduzione di molte nozioni basilari riguardanti gli insiemi finiti,

le funzioni finite e i corrispondenti cardinali.

Si inizia con un esame classificazione delle funzioni finite, cioe degli insiemi di coppie facenti parte di
un prodotto cartesiano di due ben determinati insiemi finiti.

Di queste importanti entita si danno due generi di raffigurazioni, ciascuno in grado di chiarire alcune
delle loro caratteristiche.

Le prime funzioni finite di tipo particolare che sono esaminate sono le endofunzioni, le corrispondenze

che a ciascuno degli elementi di un dato insieme finito associano un elemento dello stesso insieme.

Sono poi trattate le sequenze binarie, entita molto semplici ma molto utili; infatti esse forniscono
rappresentazioni facilmente maneggevoli degli insiemi finiti e dei numeri interi e razionali utilizzati
dagli odierni onnipresenti dispositivi elettronici. Esse, oltre ad essere utilizzate per molti problemi
pratici in parte accennati nelle prossime pagiene, servono a una prima organizzazione dei sistemi di
enunciati nel cosiddetto “calcolo roposizionale” [B60].

Nell'ultima sezione di questo capitolo sono esaminate quelle che chiamiamo sequenze combinatorie
primarie, strutture che possono considerarsi funzioni finite e che risultano utili per un gran numero di
manipolazioni di dati numerici ottenuti da osservazioni.

Anche le sequenze combinatorie sono entita semplici da definire e risultano completamente trattabili
mediante algoritmi; di conseguenza risultano in grado di contribuire a risolvere svariati problemi pratici

spiccioli e ad entrare in molti strumenti algoritmici di ampio impiego.

Le formule che consentono di contare i numeri degli elementi delle sequenze combinatorie primarie
costituiscono il nucleo iniziale del corpo, oggi assai vasto, delle cosiddette formule enumerative, gli
strumenti che consentono valutazioni quantitative in linea di massima esatte che costituiscono strumenti
primari per molti approcci quantitativi dei sistemi complessi e che sono impiegati, in particolare, in
molti problemi riguardanti la programmazione e le elaborazioni statistiche.
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B12 a. funzioni finite

B12a.01 Prima di esaminare le funzioni finite per giungendo a costruzioni e risultati che in buona
parte valgono per altri generi di funzioni, per maggiore autonomia di queste pagine riprendiamo alcune

nozioni introdotte in precedenza.

Diciamo funzione finita ogni insieme finito di coppie funzionale, cioe tale che i primi membri delle varie
coppie sono tutti distinti.

Piu concretamente diciamo funzione esplicita ogni insiemerappresentabile da una lista di coppie della
forma {(z1,41),...,{(*Tn,yn)} per qualche intero positivo n, tale che i # j < n implica x; # z;.

Evidentemente ogni funzione esplicita € una funzione finita; viceversa di fronte a una funzione in-
dubbiamente finita chi si occupa della possibilita di utilizzarla effettivamente la giudica una funzione
esplicita solo quando dispone di una lista che la rappresenti, e la giudica una funzione esplicitabile
quando dispone di un algoritmo condivisibilmente ben definito che permetterebbe di ottenere una
sua lista senza difficolta di principio; molti di questi algoritmi che in molte circostanze pratiche non
vengono eseguiti perché giudicato troppo costoso in termini di consumo di tempo o di memoria.

Una funzione esplicita {<x1, y1>7 e <xn, yn>} puo essere presentata mediante una tabella a due righe
o mediante una tabella a due colonne che evidentemente le ¢ equivalente:

I U
lzl To - xnl T2 Y2
Y Y2 o Yn : :
Tn  Yn

Per esempio la funzione che a ogni naturale in [12] associa il resto della sua divisione per 7 ¢ data da

f._0123456789101112
"= 1012 3 456 012 3 4 5]

mentre la funzione che a ogni positivo di (12] associa il numero dei suoi divisori ¢ presentata da:

12345678910111%

”“mD"’::J122324243426

Queste espressioni mostrano in modo evidente che una funzione esplicita equivale a una coppia di
sequenze della stessa lunghezza, la prima delle quali priva di ripetizioni.

B12a.02 Consideriamo un intero positivo n e si abbia una lista di n stringhe s :<sl, 89, .un) sn> nella
quale non si esclude la possibilita di ripetizioni. Nelle applicazioni in genere questo elenco serve a
individuare una sequenza di n oggetti (numeri, insiemi, relazioni, ...) che puo presentare repliche,
ciascun esemplare di questi tipi di oggetti essendo rappresentato da una sua stringa identificativa.
Questa potrebbe riguardare un nome significativo, un codice convenzionale, una espressione numerica,
un algoritmo da applicare a una istanza di problema precisata da un parametro e molto altro.

Dato che da ogni intero ¢ = 1,2, ..., n ogni lista s di lunghezza n consente di ricavare la sua componente
che occupa la posizione i, si possono rendere disponibili meccanismi in grado di associare a ogni
elemento i dell’intervallo (n ] una specifica stringa s;, e quindi lo specifico oggetto individuato da tale
scrittura.

Questo collegamento tra interi positivi e oggetti che vengono presentati in molte liste s ciascuna delle
quali riguardanti un insieme di oggetti tendenzialmente omogenei nell’ambito di considerazioni riguar-
danti argomenti circoscritti consente di maneggiare con semplici interi grandi varieta di oggetti.
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Questa possibilita presenta vantaggi pratici, soprattutto quando si opera con liste nonripetitive; in
questi casi il suddetto collegamento impone all’insieme SetY(s) un ordinamento che si rivela molto
utile e anche indispenzabile per molti trattamenti algoritmici.

Segnaliamo due conseguenze del fatto che ogni stringa w su un alfabeto A si puo considerare una lista
di |w| caratteri di A espressa concisamente o come una biiezione tra {1,2, ..., |w|} ed A.

Ad ogni intero positivo di (6] la stringa consente di associare un carattere; per esempio nel caso della
stringa “string” all’intero ¢ = 4 fa corrispondere la lettera “i”.

Inoltre ogni carattere di un alfabeto ordinato A, oggetto che puo essere individuato da una stringa
nonripetitiva, risulta associato biunivocamente a un intero dell’intervallo (JA[] o dell’intervallo [|A|);

quindi le stringhe su ogni alfabeto in molte considerazioni si possono sostituire con sequenze di interi.

B12a.03 Data una funzione finita {(z1,y1), ..., (Zn,yn)}, l'insieme di n elementi {z1,...,z,} si dice
costituire il suo dominio o anche la sua Ns coimmagine.

L’insieme formato dalle seconde componenti delle sue coppie SetY(<y1, e yn>) , si dice codominio della
funzione o immagine della funzione.

Si individuano facilmente algoritmi che permettono di individuare nei modi pitt convenienti sia il
dominio che il codominio di ogni funzione esplicita.

Per una funzione esplicitabile la possibilita di individuare il dominio e il codominio si puo “affermare
solo in linea di principio”. Con questa espressione si vuole segnalare che per ogni singola istanza di
questo problema la individuazione di dominio e codominio ¢ condizionata dai meccanismi che si trovano
consentire la esplicitazione e dalle risorse che le circostanze rendono effettivamente disponibili.

La nozione di funzione, come la nozione piu generale di relazione, si puo estendere agli insiemi-E
di coppie funzionali, che chiamiamo funzioni-E, agli insiemi-P di coppie funzionali, che chiamiamo
funzioni-P e agli iinsiemi-B di coppie funzionali, che chiamiamo funzioni-B.

Se f denota una funzione-E denotiamo il suo dominio con dom(f), con coim(f) o con f" e denotiamo
il suo codominio con cod(f), con img(f) o con f; questi si possono considerare insiemi-E.

Se in particolare f ¢ una funzione-P dom(f) e cod(f) sono insiemi-P. Se f ¢ una funzione-B dom(f) e
cod(f) sono insiemi-B. Se f & una funzione finita dom(f) e cod(f) sono insiemi finiti.
Per le funzioni numeriche finite introdotte in a04 abbiamo
dom(f1) =[12], cod(f1) =1[7), dom(numDiv) = (12] , cod(numDiv) ={1,2,3,4,6} .
Per molte funzioni esplicite, come per le precedenti f; e numDiv, accade che le sequenze delle seconde

componenti delle coppie che le costituiscono presentino ripetizioni; quindi il codominio di ciascuna di

queste funzioni presenta meno elementi del dominio.

In generale si puo affermare che per ogni funzione finita f si ha

(1) |cod(f)| < [dom(f)| .

Per ogni funzione esplicita & possibile calcolare il numero dei valori ripetuti |dom(f)| — |cod(f)].
Questa possibilita si puo affermare solo in linea di principio per le funzioni finite.

B12a.04 Denotiamo ancora con f una funzione, non necessariamente finita, e sia z; un elemento del
suo dominio.

Si dice valore assunto da una funzione f in corrispondenza di x;, oppure immagine di x; fornita dalla
f Toggetto y; che costituisce la seconda componente della coppia <xi,yi>, unica coppia delle f che
presenta z; come sua prima componente.
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Per identificare tale elemento del codominio della f si possono utilizzare diverse notazioni:
la notazione funzionale usuale o notazione analitica f(x;), la piu utilizzata;
la notazione esponenziale z;/;
la notazione argomento-funzione z;,f;
la notazione funzione-argomento f,x;.

Nella terza e nella quarta delle precedenti notazioni compaiono, risp., il segno “,”, chiamato connettivo
argomento-funzione, e il segno “, 7, chiamato connettivo funzione-argomento. Queste due notazioni sono
poco usate, ma sono qui proposte in quanto possono essere inserite in alcune espressioni che in loro
assenza e senza precise avvertenze rischiano di essere male interpretate.

Si dice controimmagine di un elemento y; del codominio della funzione f l'insieme degli elementi che
compaiono come prima componente delle coppie di f che hanno y; come seconda componente.

La notazione funzionale usuale di tale controimmagine & f~1(y;). Per esempio la controimmagine di 3
per numDiv & numDiv™1(3) = {4,9}.

Si osserva che in generale f~! & una funzione che associa a ogni elemento di cod(f) un sottoinsieme di
dom(f)

In alternativa alla scrittura f~*(y;) proponiamo la notazione relazione-argomento f~1,y; .

B12a.05 Osserviamo che si sono introdotte la notazione dom(f) che esprime la associazione a una
funzione dell’insieme degli oggetti che la funzione trasforma e la notazione cod(f) che esprime la
associazione a una funzione dell’insieme degli oggetti che la funzione fornisce.

Nel caso in cui f & una funzione esplicita si individuano facilmente due algoritmi che, a partire da una
lista di coppie che individua la f, costruiscono, risp., la lista degli elementi di dom(f) e la lista degli
elementi di cod(f). Il primo algoritmo deve effettuare solo delle cancellazioni, il secondo cancellazioni
ed eliminazioni di ripetizioni.

I due simboli dom e cod, quando applicati a funzioni esplicite, si possono associare a due meccanismi
che a ogni lista funzionale di coppie di stringhe associano una lista di stringhe; con ’astrazione che
prescinde dagli ordinamenti questi due meccanismi individuano due entita che a una funzione esplicita
associano un insieme esplicito e che denotiamo, risp., con dom e cod.

Queste due entita sono insiemi di coppie funzionali, cioe con la proprieta di non presentare ripetizioni
tra i primi componenti: data una funzione esplicita sono deteminati sia il suo domonio che il suo
codominio.

Quindi dom e cod si possono considerare funzioni.

Essi evidentemente non possono essere considerati funzioni esplicite, in quanto si applicano a oggetti,
le funzioni esplicite, la cui totalita non puo essere considerata un insieme esplicito. In effetti lo stesso
insieme degli insiemi espliciti, anche se limitato agli insiemi di stringhe su un alfabeto finito (anche nel
caso dell’alfabeto {1}) non puo essere considerato un insieme esplicito.

La totalita degli insiemi espliciti delle stringhe su un dato alfabeto A si puo collocare tra gli insiemi-B, e
di conseguenza anche la totalita delle funzioni esplicite su un dato alfabeto va considerata un insieme-B
nell’ambito di un ambiente della forma B* con B alfabeto ottenuto ampliando A con opportuni caratteri
di scansione.

Le funzioni dom e cod applicate a funzioni esplicite fanno parte delle funzioni-B.
Se considerate applicabili a funzioni-P possono considerarsi solo funzioni-P.
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L’insieme di queste funzioni effettivamente controllabili da una squadra di agenti, evidentemente, va
pensato come insieme esplicitabile e quindi finito, ma in divenire, come ’attivita del loro controllo
effettivo.

B12a.06 Le precedenti considerazioni forniscono un primo motivo per estendere la gamma, delle entita
da chiamare funzioni.

Provvisoriamente introduciamo il termine “funzioni-B” per caratterizzare le entita esprimibili come
“insiemi-B” di coppie i primi membri delle quali non presentano ripetizioni.

Si tratta quindi di entita per le quali si puo parlare di entita-elementi che a una tale entita appartengono.
Non ci azzardiamo quindi a precisare I’estensione e i confini di ciascuna di queste totalita.

In effetti incontreremo una grande varieta di entita alle quali si puo attribuire la qualifica di insiemi
e numerose di entita qualificabili come funzioni. Queste entita sono da considerare nuove, in quanto
non rispettano le proprieta di esplicitabilita degli insiemi e delle funzioni definite finora.

Esse comunque, come vedremo, rivestono grande interesse in quanto danno un robusto contributo
all’assetto della matematica e alla definizione di strumenti che consentono di risolvere importanti
problemi.

Gli insiemi-B e le funzioni-B si possono considerare generalizzazioni, risp., degli insiemi finiti e delle
funzioni finite.

Osserviamo anche che gli insiemi-B dei quali si sente la necessita sono insiemi di elementi omogenei:
in effetti & ragionevole pensare che per fini applicativi solo per questi insiemi abbia senso cercare
definizioni maneggevoli.

Puo rendersi necessario servirsi di funzioni-B non completamente esplicitate, definite solo da proprieta
vaghe, non completamente univoche, eventualmente solo intuitive.

Se in particolare a un certo punto dello studio di una tale funzione F' non si riesce a precisare il suo
dominio e il suo codominio, risulta opportuno fare riferimento a un ambiente del quale il dominio
dom(F') deve sicuramente far parte e a un ambiente nel quale il codominio cod(F’) deve sicuramente
essere contenuto. Questi ambienti li chiamiamo, risp., sovrainsieme del dominio e sovrainsieme del
codominio della funzione; in genere ¢ ragionevole prendere in considerazione solo sovrainsiemi costituiti
da elementi omogenei.

Per denotare questi insiemi useremo la notazione supdom(F') per I'insieme dei presumibili sovrainsiemi
del dominio e la notazione supcod(F') per l'insieme dei presumibili insiemi entro i quali si devono
trovare gli oggetti ottenibili dalla applicazione della F.

Per talune di queste funzioni F' dopo la loro definizione si aprono i problemi della precisazione di
dominio e codominio. Questi problemi in taluni casi possono essere risolti soddisfacentemente con
una individuazione poco precisa di supdom(F’) e di supcod(F'), ma in altri casi si deve procedere a
determinare sovrainsiemi via via piu circoscritti.

B12a.07 Abbiamo visto in a04 due funzioni, f,,,q7 € numDiv, finite e dotate di dominio e codominio
costituiti da interi naturali. Come loro molte funzioni hanno come dominio un insieme che possiede
un ordinamento totale che puo essere utilizzato per affrontare interessanti applicazioni.

Per queste funzioni le presentazioni tabellari sono particolarmente convenienti.

Un ordinamento totale del dominio di una funzione che viene adottato prevalentemente viene chia-
mato “naturale” e in questi casi si usa dire che la presentazione tabellare della funzione “si impone
naturalmente”.
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Inoltre nei contesti nei quali il dominio della funzione puo ritenersi implicito e puo essere sottinteso,
la funzione esplicita puo essere definita soltanto della segnalazione sintetica del dominio e dalla lista
dei valori corrispondentemente assunti della forma <y1, e yn> .

In effetti una sequenza come la precedente puo considerarsi una funzione esplicita avente come dominio
I'insieme ordinato per grandezza (1,2, ...,n).

B12a.08 Nella prtica si possono individuare molti meccanismi che a ogni elemento di un intervallo
di numeri interi della forma (n ], della forma [n ) o anche di un’altra forma di intervallo di n numeri
interi, associano senza ambiguita una entita che viene presentata come item di una lista nonripetitiva
chiaramente definita e potrebbe (una stringa, un numero, un’espressione, un enunciato, un abbonato
a una rivista, un iscritto a una associazione, un comune italiano, ...).

Innanzi tutto si hanno meccanismi ciascuno dei quali rispecchia una espressione che si basa su risultati
di operazioni aritmetiche (somma, differenza, prodotto, potenza, quoziente, resto, ...) e che pud
assumere come valori dei numeri interi naturali o positivi.

Per esempio e facile individuare meccanismi che, operando su notazioni unadiche o posizionali degli
interi naturali, a ogni ¢ € (n ] associano il suo quadrato i2, il suo cubo i? o il valore dato da espressioni
come 374 24% o come “minore tra 1007 e 4¢% — 3437 .

Altri meccanismi si servono anche di combinazioni di costruzioni numeriche ottenute mediante selezioni
condizionate da qualche clausola numerica (ad esempio chiedendo che sia soddisfatta la relazione
3i? < 40) e mediante iterazioni (ad esempio richiedendo di accumulare i valori forniti dall’espressione
2i? — 54+ 7 in corrispondenza dei valori i = 3,4, ...,9).

Come viene detto in C47, risulta utile individuare scale di complessita concernenti valutazioni delle
risorse impiegate nelle attivita computazionali. I meccanismi del secondo tipo sopra accennato e
opportuno collocarli su un gradino di queste scale piu elevato di quello occupato dai meccanismi
numerici del primo tipo.

Nella pratica si incontrano spesso elenchi di entita contraddistinte mediante numeri interi successivi (o
loro semplici varianti): elenchi di denominazioni in ordine alfabetico o cronologico (i re Luigi di Francia,
i papi di nome Giovanni, ...), le versioni principali di un prodotto software, i blocchi di biglietti di una
lotteria, ...

Per questi numeri con funzione ordinale si usano termini come “progressivi”, “numeri d’ordine” e
“numeri di matricola”.

Qui comunque non cerchiamo di classificare i meccanismi che consentono di definire sequenze riferibili

a interi naturali, ma intendiamo soltanto dare una prima idea della loro varieta.

Per ciascuno di tali meccanismi si dice che consente di calcolare i valori assunti da una funzione definita
sopra un intervallo di numeri interi, oppure, equivalentemente, diciamo che consente di valutare una
funzione definita sopra un intervallo di interi.

B12a.09 Pit in generale si incontrano algoritmi, procedure o regole, che supponiamo definite in
modo sufficientemente preciso, le quali a partire da uno qualsiasi degli elementi di un insieme finito
consentono di costruire un oggetto di consistenza nota al quale risulta attribuita una individualita
formale.

Si possono prospettare meccanismi che operano su stringhe, in particolare sulle notazioni posizionali
dei numeri naturali (e di altri numeri), su liste (e quindi su insiemi finiti) e su altre costruzioni finite.
Li incontreremo in successive considerazioni matematiche, sempre chiedendo che siano definiti con una
precisione sufficiente a garantire la possibilita di determinare affidabilmente i valori che assumono.
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In particolare nell’ambito delle stringhe sono ben definiti i meccanismi che trasformano una qualsiasi
stringa w sulle lettere a e b di lunghezza minore di 100 nella w®, oppure nella riflessa w*, nella
lista delle sue permutate circolari, nella lista dei suoi infissi, nel risultato della applicazione di una
sostituzione.

Tra questi meccanismi si possono includere anche procedimenti che si servono di liste o di tabelle di
origine empirica che si possano precisare dettagliatamente senza indecisioni.

Per esempio si possono proporre meccanismi che fanno individuare il prodotto di un listino in base alle
sue maggiori vendite in un dato periodo.

Da questi meccanismi decidiamo invece di non includere i procedimenti che si svolgono senza la com-
pleta determinatezza dei comportamenti dei dispositivi interni, per esempio meccanismi che si servono
di estrazioni casuali o su operazioni caratterizzate da imprevedibilita derivanti da condizioni speri-
mentali non completamente sotto controllo o determinate da fattori dipendenti da situazioni eventi
esterni; non si esclude che queste imprevedibilita siano state ricercate in quanto si intende studiare la
loro casualita.

Per esempio non si prendono in considerazione i meccanismi finalizzati alla scelta dei vincitori di una
lotteria o di un concorso di natura promozionale tra gli acquirenti di un prodotto di ampia popolarita.

B12a.10 Per la organizzazione delle conoscenze sono ampiamente utilizzate molte funzioni esplicite.
Dovendo trattare per qualche fine pratico una funzione esplicita per il cui dominio non si impone (per
valore, per posizione spaziale o temporale, per tradizione, ...) un ordine sequenziale, in genere risulta
conveniente (e anche necessario) scegliere per tale insieme un ben definito ordinamento convenzionale.

In genere conviene che un tale ordinamento sia scelto in modo da facilitare le manipolazioni prevedibili
della funzione e spesso anche in modo da facilitare la sua presentazione.

Per esempio una tabella che fornisce il numero di abitanti dei comuni italiani spesso & ragionevole
che presenti i comuni in ordine alfabetico; in qualche circostanza potrebbe essere piu utile presentarli
suddivisi per regioni e/o province e all’interno di queste procedere in ordine alfabetico.

E anche prevedibile che per taluni fini risulti piu conveniente presentare i comuni secondo 'ordine
decrescente del numero dei loro abitanti.

In qualche contesto potrebbe invece essere opportuno presentarli secondo un ordine che rispetti la
prossimita geografica, ma questa esigenza non puo essere soddisfatta da una unica soluzione agevol-
mente condivisibile.

Ciascuna di queste scelte porta a estese tabelle aventi lo stesso dominio; quando risultano interessanti
diversi ordinamenti del dominio servono dei meccanismi che facilitino i collegamenti tra le diverse
tabelle. Tutti questi collegamenti si servono delle permutazioni che collegano i diversi ordinamenti
delle tabelle.

Le tabelle di interesse pubblico come quelle accennate sopra ¢ opportuno siano facilmente consultabili
in forma aggiornata e certificata dagli organismi incaricati di promuovere la circolazione aperta a tutti
delle conoscenze di interesse generale.

Attualmente il mezzo di comunicazione che si impone come canale pitl vantaggioso per la circolazione
largamente aperta delle informazioni di dominio pubblico ¢ il Web.

Puo essere interessante osservare molti contenuti utili del web dai punti di vista delle liste, degli insiemi
espliciti e delle funzioni esplicite.
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B12 b. presentazioni delle funzioni finite

r1 Lo ... Tp

B12b.01 Consideriamo una lista funzionale della forma L := ly y y
1 Y2 - Yn

l e la funzione
finita che essa rappresenta che denotiamo con SetY(L) .

Questa funzione spesso viene descritta efficacemente in termini meccanici, ricorrendo a quella che
chiamiamo metafora cinematica discreta, secondo la quale un operatore o un dispositivo che controlla due
nastri contenenti il dominio e il codominio della funzione scorre i due nastri con spostamenti sincroni
e prendendo visione contemporaneamente di un z; e del corrispondente valore ;.

In relazione a questi movimenti si parla di variabile indipendente della funzione f che “corre” sugli elementi
x; del dominio e di variabile dipendente della funzione che si sposta in sincrono sugli elementi y; del

codominio.

Adottando questa terminologia cinematica e si parla di valori che la funzione va assumendo in “istanti
successivi”: in tal modo alle due liste che forniscono il dominio e i valori vengono associati i tempi
di una scala temporale discreta che semplificando viene associata a una sequenza di numeri naturali
consecutivi. Questo si dice anche se le stringhe x; rappresentano oggetti fisici non implicitamente
sequenziabili, per esempio localita sparse in una regione estesa o persone che per indole si opporrebbero
a ogni richiesta di mettersi in fila.

Il precedente scenario meccanicistico si trova in sintonia con la pratica delle persone (scribi, con-
tabili, amministratori, sperimentatori, ...) che operano quotidianamente su funzioni esplicite, e quindi
scorrono elenchi, servendosi di registrazioni su papiri, tavolette d’argilla, fogli di carta, lavagne, spread-
sheets, telefoni smart, ... .

Questo scenario si adatta con maggiore evidenza alle situazioni nelle quali si ha una funzione gestita
con uno strumento informatico o con un dispositivo sequenziale (file sequenziale, nastro trasportatore,
binario ferroviario, sequenza di diapositive, sequenza di tracce musicali o sequenza degli episodi di una
fiction registrate su una memoria elettronica, ...).

B12b.02 Una funzione f che possiede sia il dominio D che il codominio C' dotati di ordinamenti
sequenziali (espliciti o implicitamente prevalenti) si pud vantaggiosamente visualizzare anche serven-
dosi di una raffigurazione matriciale o geografica mediante caselle del prodotto cartesiano D x C e
distinguendo con repliche di un segno di buona evidenza le caselle corrispondenti alle varie coppie
costituenti la funzione stessa.

Questo si impone in particolare per le funzioni numeriche.
Queste funzioni finite, ma anche quelle con il solo codominio numerico, possono essere efficacemente
presentate mediante istogrammi ottenibili come accostamenti di rettangoli di opportune estensioni.

//input pB15b02

Se f & una funzione avente come dominio D e come codominio C, la presentazione visiva dell’insieme

delle coppie
(1) {reD:|(z,f(x))} € DxC.

viene chiamata grafico della funzione f.
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B12b.03 Molte caratteristiche di una funzione esplicita con dominio poco esteso sono presentate
efficacemente anche attraverso la sua raffigurazione sagittale.

Questa presentazione visiva e costituita da due sequenze di contrassegni disposti su due linee verticali
parallele, il primo rappresentante il suo dominio, il secondo il suo codominio; tipicamente i punti del
dominio sono incolonnati sulla sinistra della figura e i punti del codominio sulla destra; a ciascuna
coppia <xi,yi> costituente la funzione si fa corrispondere una freccia che inizia nel segno di z; del
dominio e termina nel segno ;.

Se il numero delle coppie costituente la funzione non & elevato, la raffigurazione sagittale fornisce
chiaramente le proprieta della funzione stessa che non dipendono dalle peculiarita degli elementi in
gioco, peculiarita che nella raffigurazione vengono intenzionalmente ignorate. In particolare si vede se
accade che due frecce terminano nello stesso elemento del codominio o meno.

//input pB15b03

Se non si hanno due frecce che terminano nello stesso elemento del codominio e tutti gli elementi in
gioco sono toccati da qualche freccia il codominio ha lo stesso cardinale del dominio e a ogni elemento
del codominio y; risulta associato I'unico elemento del dominio z; cui la funzione associa y;.

La sequenza delle coppie riflesse di quelle costituenti la f, <<y1, x1>, e <yn, xn>>, individua quindi la
funzione chiamata funzione inversa della f e denotata con f~!, notazione compatibile con la notazione
usuale per la controimmagine [a06].

In questo caso la f viene chiamata funzione invertibile; essa viene anche chiamata funzione biiettiva,
biiezione o corrispondenza biunivoca tra dom(f) e cod(f).

Si osserva che una funzione esplicita f ¢ invertibile sse |cod(f)| = |[dom(f)|. Inoltre se f & una funzione
invertibile, anche la sua funzione inversa f~ & invertibile e la sua inversa ¢ la stessa f; si pud quindi
scrivere

(fH*t=1r
Se invece a piu elementi del dominio di una funzione g corrisponde uno stesso elemento del codominio,
non e possibile definire una sua funzione inversa; se € necessario individuare una funzione inversa

occorre ridurre il dominio dom(g).

Osserviamo che la trasformazione che a ogni funzione esplicita invertibile associa la sua inversa puo
considerarsi una endofunzione-B che ha come dominio e codominio I'insieme-B delle funzioni esplicite
invertibili.

B12b.04 In molte attivitd della matematica e delle sue applicazioni risultano utili corrispondenze

biunivoche specifiche.
Un primo tipo che abbiamo gia segnalato in riguarda biiezioni tra insiemi delle forme (n ] e [n ):

1 2 ... n

01 ... n—1]"~
Un altro riguarda il passaggio da un ordinamento sequenziale all’opposto, come per quello fornito dalla
permutazione entro {a,b,c,...,x,y, 2z} che costituisce una riflessione

a b c ... x y =z

z y x ... ¢ b al”
Altre biiezioni utili sono quelle che consentono di identificare somme, prodotti, unioni, intersezioni, di
tre operandi grazie alla associativita di queste operazioni.
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Un’altra utile biiezione e quella che riguarda le sequenzializzazioni delle entrate delle matrici ottenute
scorrendole per righe, per colonne o secondo qualche criterio controllabile algoritmicamente.

Ogni sequenzializzazione di una matrice si puo trasformare in una corrispondenza biunivoca tra un lista
di coppie di interi di un prodotto cartesiano come [m) X [n ) con una lista di singoli interi appartenenti
a un intervallo [1 : m - n).

In particolare si hanno le due seguenti biiezioni

l<0,0> 0,1y ... (O,n—1) ... {i,5) ... <m—1,n—1>l7

0 1 n—1 RN Ol m-n—1

(0,0) (0,1) ... (O,n—1) ... (7,7) oo m—=1,n—=-1)|
0 m ... (n=Lm ... i+j-m ... m-n—1 '
esse sono descritte in termini cinematici come scorrimento del prodotto cartesiano [m) x [n ), risp., per

righe successive e per colonne successive.

Nel seguito incontreremo altre manovre descrivibili come scorrimenti di configurazioni discrete visua-
lizzabili ma non esplicitamente sequenzializzate: oltre ai prodotti cartesiani di due o piu fattori, per
molte applicazioni sono importanti le sequenzializzazioni di insiemi di punti che rappresentano discre-
tamente superfici nello spazio e insiemi di nodi di strutture grafiche. Per queste manovre si usa il
termine visite di configurazioni discrete.

(1) Eserc. Precisare le biiezioni che riguardano le visite (sequenziali) di tabelle quadrate e poi di tabelle
rettangolari piu alte che larghe, visite che vedono movimenti di successive linee diagonali.

B12b.05 La presentazione esplicita di una funzione con il dominio molto esteso & evidentemente
onerosa. Se una tale funzione esprime fatti del mondo reale, come dati di un censimento, elenchi
telefonici, misurazioni per il monitoraggio ambientale, dati di una indagine epidemica o dati forniti da
un acceleratore di particelle o da un sistema di grandi telescopi, si deve ricorrere a opportuni supporti
di dati come dischi magneto-ottici, memorie a stato solido ed anche a sistemi di memorie distribuite
connesse da specifici canali di trasmissione a larga banda (cloud computing).

Vi sono invece funzioni f aventi un dominio D molto esteso ma ben definito che possono essere indivi-
duate da meccanismi (espressioni, regole o algoritmi) dei quali si possono dare descrizioni (possibilmente
concise) le quali a ogni elemento = di D riescono ad associare il corrispondente valore f(x).
Per esse possono risultare convenienti scritture della forma

f="trxeDWh Flx)1,
dove con F si denota una rappresentazione del meccanismo per la determinazione dei valori e con
F(z) si intende esprimere I'oggetto che il meccanismo ¢ in grado di far corrispondere ad un qualsiasi

elemento x del dominio D. Queste funzioni possono essere chiamate funzioni con costruzione esplicita.
Va segnalato che spesso le scritture f(x) ed F(x) si possono identificare senza portare a fraintendimenti.

Molto importanti e maneggevoli sono le funzioni per le quali la rappresentazione del meccanismo e
fornita da una espressione £(x) contenente il simbolo x, operatori, delimitatori, separatori e altri segni
che un esecutore di procedure umano o artificiale sappia interpretare operativamente [v.a. C14].

Esempi di queste funzione numeriche sono:
. 9 1 2 3 ... n
EECULER R Ll 10 18 -+ 3n4n?| °©

Ff’fe(lO]Hmax(4(x—3)2),60—5x)_“ zll 2 3 4 5 6 7 8 9 10J

55 50 45 40 35 36 64 100 144 196
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B12b.06 Talora due insiemi (finiti) X e Y tra i quali si & stabilita una corrispondenza biunivoca
[ hanno in comune molte proprieta e molte considerazioni sopra tali proprieta si possono presentare
piu concisamente e piu efficacemente effettuando la cosiddetta identificazione dei due insiemi; questa
operazione consiste nell’argomentare trattando ogni « € X come se fosse non diverso da f(x).

Una tale identificazione porta a fenomeni ampiamente diffuse nei linguaggi naturali: in sostanza ven-
gono sottintese corrispondenze biunivoche anche tra i costrutti effettuati sopra elementi x; € X e gli
omologhi costrutti effettuati sopra elementi 3(z;) € Y.

Queste identificazioni riguardano in particolare insiemi X e insiemi di loro rappresentazioni di largo
uso: i numeri interi specifici sono identificati con le loro scritture decimali, gli elementi chimici con i
loro simboli, le province italiane con le loro sigle, ... .

Questo atteggiamento si riscontra anche per vari tipi di prodotti identificati con loro misure o con loro
contenitori (mezzo litro di latte, un barile di petrolio, ...).

Inoltre in molti discorsi di tono colloquiale si confondono classi di equivalenza con loro elementi rap-
presentativi, nazioni con le loro citta capitali o con i loro leaders politici del momento, istituzioni con
gli edifici nei quali hanno sede, ...).

In molti contesti matematici e scientifici queste confusioni sono da considerare abusi di linguaggio veniali,
cioe improprieta perdonabili in quanto portano solo a fraintendimenti risolvibili osservando il contesto,
mentre consentono esposizioni piut concise e meno macchinose, in quanto consentono giri di parole piu
brevi e quindi piu scorrevoli.

Osserviamo che talora vengono posti in corrispondenza biunivoca insiemi di entita paradossalmente
distanti (ad esempio uragani e nomi femminili che rievocano amabili personaggi).

B12b.07 Nella matematica e in molte sue applicazioni rivestono grande interesse le corrispondenze
biunivoche stabilite tra oggetti di generi diversi, cioe individuati con procedimenti diversi, ma che
un esame approfondito consente di porre in collegamento e/o di ricondurre a caratteristiche formali
comuni. In genere il chiarimento di questi collegamenti ha conseguenze computazionali e conoscitive
assal vantaggiose.

La scoperta di una biiezione tra due insiemi di oggetti ottenuti con costruzioni diverse porta a una
loro visione piul comprensiva, spesso sensibilmente piu chiara.

Un caso particolarmente suggestivo e fornito delle decine di insiemi di oggetti ottenuti da definizioni
diverse che sono enumerati dai numeri di Catalan (.Catalan number) [v.a. D20]. Altre situazioni degne
di nota si trovano nelle definizioni delle ;matroidi [D48].

Conviene inoltre segnalare il procedimento del calcolare il cardinale di un insieme S mediante la
precisazione di una biiezione tra di esso e un insieme 7' il cui cardinale sia gia noto o che si riesca a
valutare a partire da caratteristiche di T', in particolare partizioni, atte a facilitare le enumerazioni.

Spesso trovare una tale biiezione porta a individuare una presentazione nuova dell’insieme S che riesce
a rivelare sue proprieta legate a caratteristiche non riconducibili al suo cardinale.

B12b.08 Si dice funzione costante una funzione con il codominio costituito da un solo elemento.
La funzione che a ogni elemento di D associa 'oggetto v si denota efficacemente con la scrittura

(1) FdeD W o] .

L’aspetto della raffigurazione sagittale di una funzione costante & semplice e tipico.

//input pB15b08
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B12b.09 Consideriamo due insiemi espliciti D ed C.

Denotiamo con l'_le|> C _'I I'insieme delle funzioni aventi tutto D come dominio e tutto C' come
codominio; queste entita le chiamiamo anche funzioni di D in C' e per il loro insieme si usa anche la
cosiddetta notazione esponenziale C'°.

Se D e C sono insiemi esplicitabili anche FD'*D C _'I € un insieme esplicitabile: infatti preciseremo
un algoritmo che a partire da due liste esplicite, la prima per D e la seconda per C, fornisce una lista
esplicita di tutte e sole le funzioni in l'_leb C’:| . Questa procedura viene chiamata algoritmo che
visita [ DF—0C'1.

La totalita delle funzioni di I:Dl—DC _'I per le quali ogni elemento di C' & ottenuto da un solo elemento
di D, cioe la totalita delle biiezioni tra C' e D, si denota con l'_D +—>C _'I ; ovviamente esso costituisce
un sottoinsieme di I:leb 01 .

Se C' ¢ esplicitabile e si conosce una funzione esplicitabile di |:D|—DC:| , allora sono insiemi esplicitabili
anche D e l'_leD C _'I , in quanto si possono definire un algoritmo che visita C' ed uno che visita
I'_le|> C_'I .

Abbiamo visto che due insiemi finiti D e C' possono essere posti in corrispondenza biunivoca se e solo
se hanno uguai cardinali: questo fatto ora si puo esprimere con la formula:

(1) [De—C] #£0 <= |D|=|C|.

Se conosciamo un algoritmo che visita un insieme esplicito S e se R ¢ un sottoinsieme di S costituito
dagli elementi r € S che soddisfano una proprieta algoritmicamente decidibile per tutti gli elementi di
S, allora si puo precisare un algoritmo che visita R in modo che anche questo si puo dichiarare insieme
esplicitabile.

Segnaliamo che, all’opposto, se un insieme soddisfa una proprieta non ¢ garantito che un suo sottoin-
sieme qualsiasi la soddisfi: dipende dalla formunlazione della proprieta.

B12b.10 In molte indagini accade di dover esaminare funzioni ottenute con costruzioni ben definite,
ma elaborate per le quali il dominio e/o il codominio non sono insiemi completamnte individuati a
priori.

Denotiamo con l'_D — C 1 I'insieme delle funzioni aventi come dominio un sottoinsieme (proprio o
improprio) di D e come codominio un sottoinsieme (proprio o improprio) di C.

Se D e C sono insiemi finiti lo ¢ l'_D — C_'I ; inoltre se D e C' non sono vuoti si ha I:D — C:| C
I'_le1> C_'I .

Denotiamo con I'_D — C’_‘I I'insieme delle funzioni aventi come dominio D e come codominio un
sottoinsieme (proprio o improprio) di C.

Scriviamo invece fD—(> C _'I I'insieme delle funzioni aventi come dominio un sottoinsieme (proprio o

improprio) di D e come codominio C'.

Con I:D +«— C _'I denotiamo infinr I'insieme delle funzioni invertibili aventi come dominio un sottoin-
sieme di D e come codominio un sottoinsieme di C.

Se D e C sono insiemi esplicitabili anche i suddefiniti insiemi di funzioni vanno considerati esplicitabili.

Piu precisamente per ciascuno di tali insiemi di funzioni, come vedremo, si individua un algoritmo che,
utilizzando due procedimenti in grado di elencare gli elementi di C' e D secondo ordini determinati
genera tutti gli insiemi di coppie di elementi di C' x D che costituiscono 'insieme in esame.
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B12b.11 Tutti gli insiemi di funzioni definiti nel paragrafo precedente sono sottoinsiemi di l'_D —
cl.

Piu precisamente si dimostrano facilmente le seguenti proprieta:

(1) [p—>sclcfD—c] se |C>1, [D—>Cc]c[D—C] se |D>1,
(2) f[D—sclcfD—cCc] se |C>1, [D—clclp—c] se |D>1,
(3) ccB = [pD—clcfp—B] | f[D—clcfp—B],
(4) DcA = [pD—clcfAa—c] , [D—sCclcfa—cC].

Per enunciare che una funzione fa parte di un insieme di funzioni F al quale si puo dare la forma
l'_D — 01 o la forma di uno dei suoi sottoinsiemi sopra introdotti, diremo anche che essa ¢ una
funzione che appartiene a un genere, F.

B12b.12 (1) Esempio L’insieme | {1,2,3} — {a,b} 1 @ costituito dalle 8 funzioni rappresentabili
concisamente con le stringhe aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba e bbb.

(2) Esempio I: {1,2,3}1— {a,b,c,d} _'I ¢ costituito dalle 24 funzioni rappresentabili con
le stringhe abc, abd, acb, acd, adb, adc, bac, bad, bca, bcd, bda, bdc, cab, cad, cba,
cbd, cda, cdb, dab, dac, dba, dbc, dca e dcb.

(3) Eserc. Precisare dei meccanismi che individuano tutte le funzioni degli insiemi sopra introdotti con
A, B, C e D insiemi numerici della forma (m], (n ], (p] e (¢q], oppure [m), [n ), [p) e [q)-

B12b.13 Accenniamo ad alcuni esempi di funzioni finite di interesse applicativo.
Nel gioco del 15 ogni configurazione si puo rappresentare con una funzione biiettiva di
[ (4] x (4] <—>{1,2,...,15,b} ]

(ove b contrassegna la casella attualmente non occupata, detta bianca o vuota).
Equivalentemente si puo rappresentare con una funzione iniettiva di

F{1,2,...,15} +— (4] x (4] 1 .

B12b.14 Nel gioco degli scacchi ogni configurazione puo essere individuata da una funzione iniettiva
facente parte dell’insieme
[ insieme dei pezzi «— (8] x (8] .

La precedente affermazione & tutt’altro che stringente: in effetti le regole del gioco degli scacchi ridu-
cono fortemente l'insieme delle accennate funzioni, pur lasciando una enorme estensione alle possibili
sequenze di configurazioni derivabili dalla configurazione iniziale nel rispetto delle regole.

In particolare non sono ammesse configurazioni con entrambi gli alfieri di un dato colore su due caselle
dello stesso colore. Questa restrizione e facilmente verificabile; altri vincoli sono molto pit complessi
da controllare.

Vi sono moltissimi giochi di carte (scopa di qualche tipo, briscola, scala quaranta, pinnacola, ...)
che vedono 4 giocatori effettuare a turno delle scelte che fanno modificare le configurazioni del gioco
esprimibili con insiemi (disgiunti e taluni ordinati) formati dalle 40 o 108 carte da gioco.

A ciascuna delle carte va attribuito una delle seguenti collocazioni:

2025-04-08 B12 funzioni finite 13



Alberto Marini

carta (coperta) nella sequenza da cui pescare ;

carta scoperta sul banco o in cima alla pila o nella sequenza delle carte scartate ;
carta in mano al giocatore i, per i =1,2,.3,4 ;

carta guadagnata dal giocatore i, per i = 1,2,.3,4

Si ha una distribuzione iniziale delle carte che determina un complesso di collocazioni di alcune carte
(ad esempio 12 o 40).

Ogni scelta di un giocatore riguarda il cambiamento della collocazione di una sua carta e in conseguenza
di altre .

Ogni configurazione di una sequenza costituente una partita, dall’avvio alla conclusione, corrisponde
a una sequenza di scelte da parte di una sequenza dei giocatori fissata inizialmente.

Prima di ogni scelta il giocatore di turno si deve impegnare nel valutare i vantaggi che puo conseguire
nel progressivo ottenimento di un punteggio suo personale o in comune con un compagno, anche in

relazione alla riduzione dei possibili guadagni degli avversari.

B12b.15 Accenniamo anche alla impostazione mediante funzioni finite del goico solitario, con un solo
giocatore che effettua scelte, chiamato FreeCell.

Il gioco riguarda un insieme di un mazzo di 134 = 52 carte i cui valori sono da considerare ordinati
dalla lista ( 1,2,...,10,J,Q,K ), e con I’equivalenza tra ciascuna carta con quella dello stesso valore

Il campo del gioco nel quale si vengono trovare le carte & costituito da:

- 8 pile di lavoro, pile-L, formate da caselle nelle quali inizialmente vengono collocate tutte le carte
(6 in 4 pile, 7 nelle 4 rimanenti);

- 4 celle, caselle temporanee ciascuna delle quali puo essere vuota o contenere una carta;

- 4 pile obiettivo, pile-O, inizialmente vuote e che dovranno esssere riempite, ciascuna con le carte
di un seme (cuori, quadri, fiori, picche) ordinate per valori crescenti allo scopo di raggiungere la
configurazione finale di successo.

Il gioco si sviluppa con una sequenza di configurazioni, ciascuna delle quali ottenibile dalla precedente
con uno spostamento legale di una carta (trascuriamo la possibilita di scegliere una modifica che
equivale a due o piu successive mosse legali).

Ogni mossa legale vede il giocatore spostare una carta sul campo di gioco in una diversa casella
ammissibile con una delle seguenti mosse:

dalla testa di una pila-L (le caselle di testa sono presentate pitl in basso) in una casella ammissibile
di un’altra pila-L, casella al di sopra di una carta del colore opposto e con valore immadiatamente
inferiore o casella di una pila-L vuota;

dalla testa di una pila-L in una casella ammissibile di una pila-O, casella al di sopra della carta
dello stesso seme con valore immediatamente inferiore o casella in una pila-O vuota se la carte e
un asso;

- dalla testa di una pila-L in una cella vuota;

da una cella in una casella ammissibile di una pila-L o di una pila-O;
dalla testa di una pila-O in una casella ammissibile di una pila-L o in una cella. Si osserva che le

pile-L vengono arricchite con carte di valori inferiori di quelle precedentemente in testa, mentre le
pile-O vengono arricchite con carte di valori progressivamente crescenti

La configurazione iniziale del gioco ¢ stabilita da un algoritmo che esclude le distribuzioni delle 52
carte dalle quali e impossibile raggiungere una conclusione di successo.
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Il giocatore deve realizzare una sequenza di configurazioni successive che dalla configurazione iniziale
che gli viene proposta raggiunga una configurazione di successo.

Egli puo conoscere le posizioni di tutte le carte, nulla ¢ nascosto e quindi lasciato al caso e le sue
decisioni per le successive mosse sono potenzialmente completamente libere, vincolate solo dalle regole
e in particolare dalla possibilita di servirsi solo di 4 celle inizialmente libere.

Tuttavia i possibili sviluppi del gioco sono moltissimi e questo rende impegnativo tenerli sotto controllo
per evitare di trovarsi in una situazione di stallo nella quale, con 'occupazione di tutte le celle, non
risulta possibile proseguire con il progressivo riempimento delle pile-O.

La sua abilita consiste nell’individuare una strategia di gioco che gli permetta di ridurre progressiva-
mente le pile-L e di arricchire le pile-O senza incorrere nella mancanza di celle libere.
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B12 c. endofunzioni finite

B12c.01 La definizione consente che il dominio e il codominio di una particolare funzione abbiano

elementi in comune e, in particolare, consente che coincidano.

Si dice funzione entro un insieme, D ogni funzione di I'_D — D_'I .
Per caratterizzare ogni funzione di I'_D — D_'I si usa anche dire che & una endofunzione di D .

L’insieme delle endofunzioni entro il dominio D si denota con Endop.

Consideriamo in particolare le funzioni invertibili entro D, cioe le funzioni appartenenti a l'_D — D1

Casi particolari di queste sono le funzioni invertibili aventi come dominio l'intero D, cioe le funzioni
del genere l'_D<1—> D_'I .

Nel caso in cui D & un insieme finito le endofunzioni invertibili di D devono avere come codominio
I'intero D in quanto deve essere dom(p) = |D.

Quindi le endofunzioni invertibili di un insieme finito su D sono le funzioni in |:D<1—!>D_'| , cloé sono
le permutazioni di D, ossia le corrispondenze biunivoche di D con se stesso.

L’endofunzione di un insieme D piu semplice da descrivere ¢ la la trasformazione identica o identita
sull'insieme D, cioe la particolare permutazione che a ogni elemento del suo dominio fa corrispondere
se stesso.

L’identita dell’insieme D si denota con Idp e si puo introdurre scrivendo

ldp == fzeDR 2] = {xeD (z,2)}.

Altre semplici endofunzioni di un insieme D sono le endofunzioni costanti, funzioni che fanno corri-
spondere a ogni elemento di D un unico punto ¢ € D

Ogni endofunzione costante entro un insieme di almeno 2 elementi non & invertibile.

B12c.02 Le raffigurazioni sagittali delle endofunzioni di un insieme finito D presentano due allinea-
menti verticali di segni che raffigurano gli elementi di D posti in corrispondenza da rispettive frecce
orizzontali on corrispondenti a punti che risultano sovrapponibili in conseguenza di una traslazione
orizzontale; in una tale raffigurazione ogni coppia di punti collocati sulla stessa linea orizzontale rap-
presenta uno stesso elemento di D nei suoi due ruoli di elemento del dominio al quale si applica la
funzione (punto a sinistra) e di elemento del codominio ottenibile come valore della funzione (punto a
destra).

//input pB15c02

La prima delle precedenti endofunzioni € una identita, la seconda non e invertibile, ovvero non &

iniettiva, e la terza lo €, ovvero ¢ una permutazione.

Una endofunzione di un insieme finito D si puod descrivere come un meccanismo tangibile o come
una manovra eseguibile materialmente che agisce su D pensato come contenitore dotato di |D| piccoli
alloggiamenti ciascuno dei quali inizialmente contiene un diverso elemento di D; I'effetto della azione di
una endofunzione si descrive come spostamento di ciascuno degli elementi di D dal suo alloggiamento
iniziale in un nuovo alloggiamento, senza escludere la possibilita che qualche elemento non venga mosso.
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Seguendo questa descrizione risulta efficace usare per le endofunzioni il termine trasformazioni; questo
termine ¢ particolarmente adatta alle endofunzioni relative a domini che sono descritti efficacemente in
termini visivi. In particolare descrive efficacemente eventi come una partita del gioco delle tre carte e
le modifiche che subiscono i vertici di un corpo rigido con una forma regolare (una piastrella esagonale,
un solido cubico, ...) quando questo viene sottoposto a rotazioni e/o riflessioni, manovre che portano il
corpo a una nuova posizione che a un osservatore esterno non appare distinguibile dalla sua posizione
iniziale.

B12c.03 Si dice punto fisso di una endofunzione 7 del genere [ D<— D ] ogni elemento di D che essa
trasforma in se stesso.

Va segnalato che la soluzione di molti interessanti problemi si riconduce alla individuazione dei punti
fissi di una opportuna endofunzione.

Per lidentita di D sono punti fissi tutti gli elementi di D. Una endofunzione costante presenta un
unico punto fisso, il punto che da solo costituisce il suo codominio.

Per una tale endofunzione si usano i termini collasso, drammatico, e reset, di derivazione elettromecca-
nica ed elettronica.

Nella figura che segue, accanto a un reset viene presentata una endofunzione con due punti fissi che
costituiscono il suo codominio.

//input pB15c03

B12c.04 Ricordiamo che la raffigurazione sagittale, puo essere usata anche per funzioni che non sono
endofunzioni, in particolare per funzioni aventi il dominio e il codominio disgiunti. Anche questa raffi-
gurazione, nel caso di funzione con dominio poco esteso in genere consente di visualizzare efficacemente
varie caratteristiche.

Vedremo che questa raffigurazione puo servire a descrivere varie composizioni di funzioni [c05].

Consideriamo due generiche funzioni finite f; € I:D1 > C’l_'l ed fo € ng — C’g_'l i cui domini
siano disgiunti. Si dice unione funzionale di fi ed f> la funzione fornita dalla unione dei due insiemi
disgiunti di coppie che costituiscono le due funzioni e che denotiamo con f; U f.

Per questa funzione valgono le seguenti relazioni:
FOf=hUA=FeeDih i@ 0 FaeDs b folo)]
= {{L‘ € Dy Z| <£L’,f1($)>} U {CL‘ € Dy Z| <(E,f2(l‘)>} S FD1UD2 — Ch UCQ_—I .

Le raffigurazioni sagittali delle unioni funzionali si ottengono per semplice accostamento delle rappre-

(1)

sentazioni sagittali delle due funzioni che costituiscono gli operandi (disgiunti) di questa operazione
binaria.

In particolare si possono considerare le unioni funzionali di due endofunzioni aventi disgiunti sia
i domini D; e Dy che i codomini C; e (3. Queste unioni disgiunte sono funzioni del genere
[DiUDy — D;UDy ] .

B12c.05 La operazione binaria di unione funzionale si puo applicare pill volte e si constata facilmente
che gode della proprieta associativa.

Quindi si possono considerare senza difficolta anche le unioni funzionali di tre o piu funzioni con i
domini mutuamente disgiunti e in particolare unioni funzionali di pit1 endofunzioni che hanno i domini
mutuamente disgiunti.
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Viceversa data una endofunzione n di un insieme D, puo essere utile individuare sottoinsiemi di D Dy,
D, ..., D;, mutuamente disgiunti tali che D = Dy UDyU...U Dy, e tali che 5 si possa esprimere come
unione funzionale di k endofunzioni 7, entro Dy, per h = 1,2, ..., k.

Una tale decomposizione porta a endofunzioni pit semplici della originaria e in linea di massima con-
viene sia portata avanti il pit possibile, cioe fino a ottenere sottoinsiemi Dy, non ripartibili ulteriormente
in sottoinsiemi in grado di essere domini di endofunzioni.

Ciascuna delle funzioni con dominio Dy, € un sottoinsieme della endofunzione 7 e si puo dire che & una
sua sottoendofunzione.

La convenienza di analisi che consentono di servirsi di decomposizioni si riscontra in molte altre situa-
zioni analoghe.

Data una struttura matematica o una procedura relativamente complessa (una funzione, una struttura
algebrica, uno spazio, una trasformazione, ...) tendenzialmente risulta vantaggioso riuscire a esprimerla
come costruibile con composizioni di tipi sufficientemente semplici riguardanti strutture o procedure
piu semplici, collocabili in insiemi meno estesi.

Dal punto di vista dello studio sistematico di questi oggetti, quando si sono chiarite le caratteristiche
delle strutture piu semplici e si sanno ricondurre a queste le caratteristiche delle strutture composite,
in genere si realizzano notevoli economie di pensiero e si ottengono conoscenze piu organiche.

Questo si riscontra in particolare in teoria dei gruppi e in algebra lineare.

B12c.06 Introduciamo ora una importante costruzione riguardante le endofunzioni cominciando da
due endofunzioni finite.

Definiamo come prodotto di composizione di due endofunzioni 71,72 € Endop le due funzioni corrispondenti
alla costruzione presentata nella seguente formula:

(1) moyn = nopm = fxeDP (zm)ml = FzeD B npm)] .
La rappresentazione sagittale consente di presentare con chiarezza il prodotto di composizione di due
endofunzioni entro domini poco estesi.

L’azione della endofunzione presentata con le prime due espressioni si raffigura efficacemente con tre
allineamenti verticali di punti contrassegnati rappresentatnti gli elementi del dominio D: con il primo
e il secondo degli allineamenti da sinistra si ha la raffigurazione sagittale di n;, mentre il secondo e il
terzo (il pin a destra) degli allineamenti forniscono la raffigurazione sagittale di 7s.

L’effetto della endo funzione composizione 71 o, 72 & dato dai collegamenti tra alcuni dei punti = sulla
sinistra con il punto sulla destra ottenuto percorrendo il primo arco da x a 71(x) e successivamente
Parco da n1(z) a na(n1(x)).

Si constata che si puo ottenere la raffigurazione della funzione 73 0,11 riflettendo rispetto a una linea
verticale la raffigurazione precedente (e quindi invertendo anche la direzione delle frecce).

Il prodotto di composizione di endofunzioni si puo reiterare senza difficolta e la rappresentazione
sagittale applicata al prodotto di composizione di tre endofunzioni rende evidente che questa operazione
binaria gode della proprieta associativa.

B12c.07 Occorre segnalare che il prodotto di composizione pud definirsi anche per due funzioni
qualsiasi con la seguente formula riguardante due insiemi funzionali di coppie f e g

fowg = {{x,z) € dom(f) x cod(g) | Vy € cod(f) Ndom(g) : (z,y) € f A (y,2) € g}

Si osserva che questo insieme di coppie & vuoto sse cod(f){ddom(g).
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Se si considerano tre funzioni f, g e h con cod(f) Ndom(g) # 0, cod(g) N dom(h) # @ e almeno un
x € dom(f) tale che ((z,f).g) € dom(h), si constata che I’espressione (f o}, g) oy, h fornisce una funzione
con dominio in dom(f) e codominio in cod(h).
Inoltre si constata che anche Pespressione f oy, (g oy, h) fornisce una funzione con dominio in dom(f)e
codominio in cod(h) e pill precisamente fornisce la stessa funzione.
Abbiamo quindi I'uguaglianza

(fowrg)owh = fou(gowh),
la quale esprime la associativita del prodotto di composizione delle funzioni. Essa consente di sempli-
ficare le due espressioni precedenti ponendo

folrgolrh = (folrg)olrh = folr (golrh) .

La precedente uguaglianza risulta evidente dalla rappresentazione sagittale nel caso in cui f, g e h
siano funzioni finite, cioe nel caso di funzioni con domini e codomini finiti.

Il prodotto di composizione di due relazioni esplicite f e g fornisce un insieme di coppie esplicito
ottenibile con il seguente algoritmo relativamente semplice.

Esso organizza due iterazioni su dom(f) e su cod(g) con ciascuna fase con il compito di decidere se la
coppia {z,y) € dom(f) x cod(g) appartiene o meno al prodotto f oy, g.

Questa decisione si ottiene con una iterazione su dom(f) volta a cercare un suo elemento x tale che
(z,y) € fely2) €y

Conviene segnalare fin da ora che questo algoritmo ha una organizzazione complessiva che equivale a
quella dell’algoritmo per il calcolo di un prodotto di matrici binarie.

B12c.08 Le raffigurazioni sagittali delle endofunzioni finite aiutano a rendersi conto delle conclusioni
che seguono.

Il prodotto di due reset e uguale al secondo reset applicato:
(1) freDB ooy fFzeDPay] = FzeDWhasd.

Il prodotto di due biiezioni & una biiezioni: infatti esaminando due sistemi invertibili di archi il primo
sistema che collega un primo allineamento verticale di punti ad un secondo e il secondo sistema che
collega il secondo allineamento verticale a un terzo ¢ evidente che si individua un un sistema invertibile
di collegamenti tra il primo allineamento ed il terzo. In particolare il prodotto di due permutazioni &
una permutazione. Per esempio

123401234_1234
2 3 4 1] "2 143 [143 2"
Si possono considerare anche le composizioni di una endofunzione con se stessa.
In generale per ogni m intero positivo si definisce potenza m-sima di composizione della endofunzione

ne I'_D — D_'I con le seguenti richieste:

ol

et =, Pty

= n"on per n=1,273,..
Tutte le potenze di composizione della endofunzione 7 sono endofunzioni con lo stesso dominio D e
con i codomini sottoinsiemi del dominio.

Per maggiore generalita spesso risulta conveniente definire la potenza 0 di una endofunzione entro un
insieme D ponendo:
n°® = ldp .
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Si trova facilmente che

nFonm = pmonk = no(k+m) per kkm=0,1,2,3, ...

Spesso le espressioni della forma 7°™ si possono semplificare nelle corrispondenti 7™ senza rischio di
fraintendimenti da parte del lettore in grado di inquadrare nel contesto ’abbreviazione stessa.

B12c.09 Introduciamo alcuni altri tipi di endofunzioni entro un insieme D.

Una endofunzione si dice involuzione sse coincide con la propria inversa.
Evidentemente le involuzioni entro un insieme D, essendo endofunzioni invertibili, sono particolari
permutazioni di D.

Si dice scambio o trasposizione di due elementi x; e x; di D ’endofunzione che vede scambiarsi que-
sti due elementi e lascia i rimanenti invariati, cio¢ la permutazione con soli due punti modificati (e
necessariamente scambiati).

L’operazione di scambio puo essere effettuata utilmente tra due entita qualsiasi, purché omogenee tanto
da poter essere scambiate in enunciati significativi.

Chiaramente gli scambi sono particolari involuzioni.

Lo scambio tra due entitd A e B, ammesso che abbia senso, si denota con [A +— B].

In particolare lo scambio tra due elementi x; e x; sui quali si effettuano delle permutazioni si denota
con [z; +— x;].

Un esempio di scambio tra interi positivi e

l12345

1 4 3 2 5\:[2‘_’4]'

Una semplice permutazione che non & un’involuzione &

1 2 3 4 5

2 3 1 4 5
Le permutazioni di insiemi finiti si distinguono, significativamente e in particolare, per il numero dei
loro elementi che rimangono fissi e per il complementare numero di elementi che vengono spostati.
La prima delle precedenti permutazioni ha 3 punti fissi e 5 — 3 elementi spostati; la seconda presenta

2 punti fissi e 5 — 2 = 3 spostati.
In generale uno scambio entro I'insieme finito D presenta 2 elementi spostati e |D| — 2 punti fissi.

B12c.10 Consideriamo una generica involuzione Z entro un insieme D. Se possiede un punto non
fisso g, cioe se Z(q) # q, allora Z(Z(q)) = Z-Y(Z(q)) = ¢ . Quindi i punti non fissi si ripartiscono in
duetti di punti che I'involuzione scambia. Un esempio di involuzione che presenta due duetti di punti

a b c d e f g
a ¢ b g e f d]|-

Di conseguenza una involuzione entro un insieme finito si puo ottenere come unione funzionale di un

scambiati e tre punti fissi e

certo numero k di trasposizioni disgiunte e dell’identita relativa al sottoinsieme di D costituito dai
|D| — 2k elementi che sono punti fissi.

In altre parole, per una involuzione Z entroun insieme finito D gli elementi del suo dominio si riparti-
scono in un certo numero k di duetti di elementi che vengono scambiati e nel sottoinsieme dei restanti
|D| — 2 k punti fissi.

In particolare si ha k =0 sse Z = ldp, mentre |D| = 2 k sse non vi sono punti fissi.
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Ogni involuzione entro un insieme con un numero dispari di elementi presenta almeno un punto fisso;
pil precisamente essa presenta un numero dispari di punti fissi. Equivalentemente possiamo affermare
che la parita del numero dei punti fissi della Z coincide con la parita di |D| = |dom(D)|.

Si dice permutazione circolare di un insieme D di n elementi fornito dalla lista <a1, A2, A3, ey Gy 1, an>
una endofunzione di D della forma

J Ajy gy aj,, 1 Qj, J{

Ajy A Ajn, Qg

Tre esempi di permutazioni circolari sono:
1 2 3 4 5 6 a b c d e f a b ¢ d e f
23 415 6 ’ c e f a d b ’ d f a e b ¢

La prima delle precedenti permutazioni presenta due punti fissi, mentre le due restanti non presentano
punti fissi. Si osserva che la terza delle precedenti permutazioni circolari € 'inversa della seconda.
Piu in generale si ha che I'inversa di una permutazione circolare deve essere anch’essa e una permuta-
zione circolare.

Si constata anche che le sole permutazioni circolari che riguardano 2 elementi sono gli scambi.

Si constata anche che una permutazione che non & un’involuzione deve presentare almeno una permu-

tazione circolare che modifica 3 o piu elementi.

Va segnalato che le permutazioni degli insiemi finiti rivestono grandissima importanza e saranno riprese,
in particolare, in B14d Bl4e e D25.

B12c.11 Si dice endofunzione idempotente entro D una endofunzione 7 che coincide con il proprio
quadrato di composizione, cioé una endofunzione 7 tale che

(1) nown = 1.

Ogni reset & una endofunzione idempotente ed ovviamente € idempotente anche ogni endofunzione
identita.

Diciamo reset.P (reset parziale) una endofunzione che trasforma tutti gli elementi di un R sottoinsieme

proprio del suo dominio D in un suo elemento e lascia invariati tutti gli elementi di D\ R. Anche i
resets.P sono idempotenti. Conviene considerare i reset come casi particolari di reset.P .

Ogni endofunzione idempotente di un insieme finito D & esprimibile come unione funzionale di endo-
funzioni reset di sottoinsiemi di D (disgiunti) e di una eventuale identita per 'insieme dei suoi eventuali
restanti punti fissi.

In altre parole ogni endofunzione idempotente di D & esprimibile come unione funzionale di resets.P
che agiscono su sottoinsiemi di D mutuamente disgiunti e della endofunzione identita dell’insieme
complementare dell'unione dei suddetti insiemi disgiunti

Si possono prendere in considerazione anche quelle che chiamiamo resets.PM, endofunzioni idempotenti
non necessariamente finite il cui dominio si ripartisce in piu sottoinsiemi mutuamente disgiunti in
ciascuno dei quali si riduce a una funzione reset; tali sottoinsiemi li chiamiamo sottoinsiemi collassanti
della funzione. Conviene considerare i resets.P come particolari resets.PM

Si constata che due resets.PM concernenti sottoinsiemi collassanti mutuamente disgiunti presentano i
due loro prodotti di composizione coincidenti e costituenti un altro reset.PM.

In senso opposto si puo porre il problema di fattorizzare un reset.PM come prodotto di composizione
di due o piu resets.PM con collezioni di sottoinsiemi collassanti piu ridotte e anche come prodotto di
composizione di piu resets.P .
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Si osserva che ogni funzione idempotente si puo porre in biiezione con una trasformazione di un insieme
che vede ciascuno dei suoi sottoinsiemi collassanti mutuamente disgiunti che si riduce a un suo unico
elemento.

B12c.12 La raffigurazione sagittale di una endofunzione puo trasformarsi nella equivalente raffigura-
zione a digrafo, pitu compatta e talora piu significativa.

Questa si puo immaginare ottenuta passando a un simulacro tangibile della raffigurazione sagittale che
presenta archi in un materiale flessibile che vengono deformati fino a far combaciare ogni punto del
dominio con il punto rappresentante lo stesso oggetto formale in quanto elemento del codominio. Le
raffigurazioni a digrafo dell’identita su {1,2,3,4} e delle due permutazioni in c09 diventano:

//input pB15c12

Come vedremo, mediante le raffigurazioni a digrafo si arriva a una ben definita classificazione di tutte
le endofunzioni finite.
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B12 d. sequenze binarie

B12d.01 Quando si esamina un insieme risulta spesso necessario tenere sotto controllo i suoi sot-
toinsiemi; puo quindi essere utile esaminare l'insieme i cui elementi sono i sottoinsiemi di un dato

insieme.

L’insieme di tutti i sottoinsiemi di un insieme F viene detto booleano dell'insieme o insieme delle parti
dell'insieme E E lo denotiamo con PB(FE), con EP o con 2F. Questa collezione di insiemi si dice anche
potenza dell’insieme.

La notazione 2F & una variante della notazione esponenziale degli insiemi di funzioni applicata alle
fubzioni caratteristiche degli insiemi:

2F .= {0,1}F = [E+~—{0,1}] .

Pit avanti chiariremo costruttivamente che I'insieme delle parti di un insieme finito ¢ un insieme finito
ottenendo un’altra giustificazione della notazione esponenziale.

Per gli insiemi S i cui elementi sono a loro volta degli insiemi S7, Sz, ... useremo spesso il termine
“collezioni di insiemi”; in tal modo si cerca di facilitare la percezione della differenza tra gli insiemi S,
da considerare relativamente semplici, dal piu elaborato insieme S.

Per facilitare questa distinzione cercheremo di usare simboli di fonti diverse (come abbiamo fatto nella
frase precedente).

Nel seguito, per ogni n intero naturale, useremo i termini sequenza-n e insieme-n come abbreviazioni,
risp., di sequenza di lunghezza n e di insieme di n elementi.

B12d.02 Nel seguito denoteremo con B linsieme {0,1} delle due cifre binarie, cifre che [B02c08]
abbiamo chiamate bits, contrazione di “binary digits”.

Se s & un intero positivo, si dice sequenza binaria di lunghezza s o sequenza-n binaria, ogni stringa di s
bits. Denotiamo il loro insieme con SeqB, .

Una sequenza binaria si pud associare a una funzione esplicita appartenente a l'_(n] — IB%_'I :ad
esempio 011010 si associa alla funzione {(1,0), (2,1),(3,1), (4,0}, (5,1), (6,0)}

Questa associazione evidentemente ¢ una biiezione ed ¢ tale che tutti gli sviluppi conoscitivi ed
elaborativi riguardanti le sequenze-n binarie si possono riformulare per le corrispondenti funzioni di
l'_(n ]— IBB_'I e viceversa.

In casi di questo genere si parla di intercambiabilita logica tra i due generi di entita che vengono ottenute
con costruzioni diverse; la biiezione che associa gli elementi dei due generi si dice criptomorfismo e i due
insiemi di entita si dicono costituire due strutture criptomorfe.

In buona parte degli sviluppi espositivi con finalita generali due entita criptomorfe si possono identifi-
care senza incorrere in pericolose ambiguita.

All’opposto in molti sviluppi applicativi ed elaborativi due entita criptomorfe richiedono implementa-
zioni diverse che spesso presentano caratteristiche operative dissimili.

Quando si confrontano due tali implementazioni in relazione alle varie esigenze applicative in genere
si trovano dei vantaggi e degli svantaggi parziali.

B12d.03 Nel seguito prendiamo in esame sequenze binarie che identifichiamo con stringhe della forma
b1 by ... by, , e funzioni binarie finite che qualifichimo con scritture della forma l'_{xl, vy T} — IB%:| e
che presentiamo dettagliatamente con scritture della forma by, by, ...b5, -
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Le sequenze-n binarie e le funzioni di l'_[n ) — IB%_'I risultano criptomorfe a funzioni appartenenti
al genere I:S — B:| , ove S denota un qualche insieme-n esplicito tra i cui elementi si sia fissato un
determinato ordinamento totale atto a rendelo conoscitivamente equivalente a una sequenza-n.

In effetti, fissato n, tutti questi insiemi di funzioni (o di sequenze) si possono utilizzare intercambia-
bilmente.

Ad una sequenza-n binaria bybs...b, si associa naturalmente il sottoinsieme di (n ] costituito da tutti
e soli gli interi ¢ € (n ] tali che b; = 1.

Per esempio alla 011010 si associa {2, 3,5}, alla 1111111 lintero (7] e ad ogni sequenza costituita da n
zeri si associa ), ottenendo oggetti da considerare sottoinsiemi di un insieme-n.

Viceversa a ogni sottoinsieme S di (n ] si associa la sequenza-n binaria che nella posizione i € (n ]
presenta 1 sse i € S, mentre presenta 0 sse ¢ ¢ S. La sequenza-n ottenuta si dice sequenza indicatrice o
sequenza caratteristica di S’ nell’ambito di (n ].

Si vede facilmente che la trasformazione da sottoinsiemi di (n ] a sequenze-n binarie e la sua inversa
costituiscono un duetto di biiezioni I'una inversa dell’altra e che esse determinano un criptomorfismo
tra P((n]) e SeqB, .

B12d.04 Un criptomorfismo pitl generale del precedente consiste nell’associare ad ogni sottoinsieme
S di un insieme esplicito U la funzione che fa corrispondere 1 a ogni xz; € S e 0 a ogni elemento di
U\S.

Questa funzione appartenente a I'_U — IB_'I si dice funzione indicatrice o funzione caratteristica di .S
nell’ambito di U e per essa si usa la notazione

Ty(S) = FzeSH1{UFzeU\SHO].
Viceversa a ogni [ € l'_U — ]B:| si associa canonicamente 'insieme degli elementi x € U per i quali
I(z) = 1, cio¢ I'insieme I~1(1) delle controimmagini di 1.
Chiaramente la trasformazione da funzione binaria a sottoinsieme e la sua inversa costituiscono un
duetto di biiezioni mutuamente inverse che determinano un criptomorfismo tra [ U —s B ] e U).
Le sequenze-n binarie, essendo in biiezione con gli elementi della potenza cartesiana B*™, sono in
numero di |B|”, cioe |SeqB,,| = 2".
Il precedente criptomorfismo comporta che anche il numero dei sottoinsiemi di (n] o di ogni altro
insieme-n sia 2", cioe che sia

B D] = Blzr, 22,20} = 2.

Questa formula numerica va considerata la corrispondente enumerativa della formula insiemistico-
funzionale che riguarda la totalitad dei sottoinsiemi di un intervallo J di n interi PB(J) = on] 7
potrebbe essere (n ], [n ) o un [k : k + n — 1] per qualche k intero qualsiasi.

Le funzioni caratteristiche permettono di effettuare abbastanza efficacemente molte operazioni sui
sottoinsiemi di un insieme U al quale si & assegnato un ordine ben determinato, ovvero un insieme
U che si puo presentare mediante una lista nonripetitiva dei suoi elementi, lista che in considerazioni
generiche si puo presentare anche con una scrittura della forma <z =1,.,k xz> .

B12d.05 Consideriamo un ambiente U di n elementi in casi nei quali il cardinale n sia elevato.

Esaminiamo tre casi: (a) n = 1024 = 21° (b) n = 1048576 = 22 e (c) n = 2147483648 = 231
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Vogliamo confrontare le due modalita di rappresentazione dei sottoinsiemi di U, quella che si serve
delle sequenze-n binarie che fanno da funzioni indicatrici e quella che si avvale delle liste dei numeri
progressivi assegnati agli elementi.

Ciascuno dei sottoinsiemi di U e rappresentabile:

nel caso (a) con 1024 bits, ovvero con 128 bytes (ottetti) di memoria, pari a 32 words di memoria (da
32 bits);

nel caso (b) servono 220 bits, ovvero con 27 = 131072 bytes, ovvero con 214 = 32768 words;

nel caso (c) servono 23! bits, pari a 226 words.

Pensando di rappresentare i singoli elementi di U dedicando una word a ciascun elemento (il modo
spesso piu comodo) abbiamo che:

nel caso (a) si richiede meno memoria per rappresentare i sottoinsiemi con al pit 32 elementi,
nel caso (b) per i sottoinsiemi con al pitt 32768 elementi
e nel caso (c¢) per i sottoinsiemi con al pitt 67 108 864 elementi.

Un elenco di progressivi degli elementi risulta pitt conveniente anche per sottoinsiemi i cui complemen-
4

tari hanno “pochi elementi” (risp., 32, 32768 e 67 108 864, pur di usare I'accorgimento di elencare gli
elementi di U \ S; per i sottoinsiemi con i cardinali appartenenti all’intervallo intermedio, la grande
maggioranza, risulta meno ingombrante la funzione indicatrice.

Aumentando il cardinale di U i sottoinsiemi per i quali ¢ preferibile la funzione indicatrice diventano
molto piu prevalenti di quelli che conviene elencare.

Volendo essere piu precisi occorre valutare anche le due percentuali dei sottoinsiemi dei due tipi, cosa

che faremo pit avanti.

(() Eserc. 1) Per n = 8,12, 20, distinguere i sottoinsiemi di (2"] che conviene presentare attraverso un
elenco degli elementi dai sottoinsiemi che conviene fornire con una sequenza binaria.

B12d.06 Le operazioni insiemistiche sopra i sottoinsiemi di un insieme ambiente U si possono effet-
tuare efficientemente servendosi delle rispettive sequenze indicatrici.

Per questo occorre introdurre le cosiddette operazioni booleane elementari; la prima, chiamata “not” e
unaria, le rimanenti, “or”, “and” e “xor” sono operazioni binarie.

L’operazione unaria not detta anche negazione, scambia i due valori binari; essa nelle espressioni ma-
tematiche viene denotata con il simbolo prefisso = o con il simbolo suffisso a esponente ™.

L’operazione binaria and, detta anche congiunzione, viene denotata con il simbolo connettivo infisso A,
e fornisce 1 sse entrambi i suoi operandi valgono 1.

L’operazione or, chiamata anche disgiunzione denotata con il simbolo connettivo infisso V, fornisce 1
sse almeno uno dei due operandi vale 1.

L’operazione xor, detta anche or esclusivo, che denotiamo con il simbolo connettivo infisso 42, fornisce
1 sse uno solo dei due operandi vale 1.

Le operazioni introdotte sono definite dalle seguenti tavole di composizione.
//input pB15d06

Si osserva che i risultati delle precedenti operazioni binarie non cambiano se si scambiano i loro ope-
randi: questo equivale ad affermare che si tratta di operazioni binarie commutative:

(1) Vbi,bo =0,1 © by Aby=byAby , by Vby=byVby , by +2by=0by+2b;
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B12d.07 Le operazioni booleane elementari si possono estendere alle sequenze binarie chiedendo che
ogni componente della sequenza risultato sia il risultato dell’operazione applicata alla corrispondente
bit componente dell’unico operando o applicata ai corrispondenti bits componenti dei due operandi.
Un esempio di complementazione ¢ 11001010~ = 00110101; esempi di operazioni and, or e xor applicate
a coppie di sequenze binarie della stessa lunghezza sono:

01011110 A 00110010 = 00010010 , 01011110 v 00110010 = 01111110 , 01011110 42 00110010 = 01101100 .
Le precedenti estensioni delle operazioni sui bits a operazioni sulle sequenze binarie costituiscono esempi

delle cosiddette estensioni cartesiane di operazioni algebriche, costruzioni formali sulle quali avremo modo
di tornare.

Le precedenti operazioni si possono interpretare in modo semplice e significativo quando si considerano
le sequenze-n binarie come sequenze indicatrici dei sottoinsiemi di un insieme-n U (finito) presentato
secondo un ordine ben definito e conseguentemente rappresentabile con una sequenza-n come U =
<x1,x2,...,xn> .
La complementazione della sequenza indicatrice Zy;(S) porta alla sequenza indicatrice dell’insieme
complementare di S:
(Zu(5)~ = Zu(U\S) .

La congiunzione, and, delle sequenze indicatrici di due insiemi S e T porta alla sequenza indicatrice
dell’insieme intersezione S NT":

Zu(S) A (Zu(T)) = Zu(SNT) .
La disgiunzione, or, delle sequenze indicatrici di due insiemi S e T porta alla sequenza indicatrice
dell’insieme unione S UT":

(Zu(9) V (Zu(T)) =Ly (SUT) .
La xor delle sequenze indicatrici di due insiemi S e T porta alla sequenza indicatrice dell’insieme
differenza simmetrica S © T

(Zv(9) +2 (Zu(T) = Zu(ST) .
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B12 e. funzioni finite tra interi naturali

B12e.01 Questa sezione esamina gli insiemi di funzioni numeriche della forma F = I:D — C _'I , dove
D e C denotano due insiemi di numeri interi naturali. Di questi interi si tiene conto dell’ordinamento
determinato dalla relazione d’ordine totale <.

Al dominio D e al codominio C' si possono dare, risp., la forma {ay,ag, ...,as} elaforma {by,ba,....;0,},
con s ed n interi positivi; si assume inoltre che valgano le catene di relazioni a; < as < ... < as €
b1 < by < ...<by.

Per varie considerazioni risulta comodo assumere che D e C siano sequenze dei primi interi positivi,
cioe chesia D=(s]eC=(n].

Tra questi insiemi di funzioni si collocano gli insiemi di sequenze binarie, in quanto totalita delle
funzioni aventi dominio D = {1,2, ..., s} e codominio C' = {0, 1}.

Si osserva che le funzioni aventi come codominio un insieme di n caratteri da considerare ordinati
da una stringa predeterminata, in particolare da un tradizionale ordinamento alfabetico, godono di
proprieta associabili biunivocamente a quelle delle funzioni del genere l'_(s ]— (n ]_'I )

Sono svariati gli esempi delle funzioni finite tra interi naturali che rivestono interesse pratico.

La funzione che a ogni mese di un dato anno fa corrispondere il numero dei sui giorni & una sequenza
di 12 interi appartenente a {28, 29, 30,31}.

La funzione che a ogni giorno di un anno fa corrispondere il progressivo della settimana nell’ambito
del dato anno & una sequenza di 365 o 366 interi appartenenti a {1,2,...,53}.

L’insieme degli anagrammi della parola anagrammi sono un insieme di 30240 stringhe di lunghezza 9
aventi come codominio {a, g, i,m,n}.

L’elenco dei numeri forniti da una particolare estrazione del gioco del lotto per la ruota di Napoli e
una sequenza di quintuple di numeri diversi appartenenti all’insieme (90].

B12e.02 Consideriamo un insieme di funzioni finite tra interi naturali al quale diamo la forma
F := I:D — C _'I . Spesso tra queste funzioni serono distinzioni come quelle derivanti dalle partico-
larizzazioni che seguono.

Una funzione f € F si dice:

funzione crescente sse i < j = f(i) < f(j) ;
funzione decrescente sse i <j = f(i) > f(j) ;
funzione nondecrescente sse ¢ < j = f(i) < f(j) ;
funzione noncrescente sse ¢ < j = f(i) > f(j) . 5
Una funzione nondecrescente si dice anche funzione crescente in senso lato; se si usa questo termine
invece che di funzione crescente si dovrebbe parlare di funzione crescente in senso stretto.
Una funzione noncrescente si dice anche funzione decrescente in senso lato; se si usa questo termine
invece che di funzione decrescente si dovrebbe parlare di funzione decrescente in senso stretto.

B12e.03 Per gli insiemi di funzioni numeriche introdotti introduciamo le notazioni che seguono
concernenti il dominio D e il codominio C con |D|,|C| >1 .

l'_D — C 1 denota l'insieme delle funzioni di D in C crescenti.
l'_D —s C 1 denota l'insieme delle funzioni di D in C decrescenti.

l'_D —< C 1 denota l'insieme delle funzioni di D in C' nondecrescenti.
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l'_D —> C _'I denota l'insieme delle funzioni di D in C noncrescenti.

Abbiamo inoltre le varianti delle precedenti notazioni che riguardano il codominio C.
l'_le>< c _'I denota l'insieme delle funzioni di D su C crescenti.

FD'*D> C _'I denota l'insieme delle funzioni di D su C' decrescenti.

|:D|71>§ C _'I denota 'insieme delle funzioni di D su C nondecrescenti.

l'_DIfDZ c _'I denota l'insieme delle funzioni di D su C noncrescenti.

Per gli insiemi delle funzioni da una parte dell’insieme D sopra una parte dell’insieme C, si usano le
notazioni della forma l'_D —R C_'I con R e {<,<,> >}

Per gli insiemi delle funzioni che da una parte dell’insieme D sopra I'intero insieme C, si usano notazioni
che presentano la forma I:D—D RC_'I con Re{<, <, > >}.

Infine per gli 8 insiemi di funzioni invertibili che sono, risp., sottoinsiemi degli 8 precedenti si usano le
notazioni delle forme l'_D “—R C’:| e l'_D <—>RC_'| ,ancora con Re {<, < > >}.

B12e.04 Chiaramente ogni funzione crescente in senso stretto ¢ anche funzione crescente in senso
lato, mentre esistono funzioni crescenti in senso lato che non sono crescenti in senso stretto: un esempio
e dato dalla stringa di cifre decimali 24468.

Simmetricamente ogni funzione decrescente in senso stretto ¢ anche funzione decrescente in senso lato,
mentre esistono funzioni decrescenti in senso lato che non sono decrescenti in senso stretto: un esempio
e dato dalla stringa rocca.

Facciamo riferimento all’insieme di funzioni F = [D — C] con |D|,|C| > 1. Sono disgiunti
il sottoinsieme delle sue funzioni crescenti e quello delle sue funzioni noncrescenti, come pure il sot-
toinsieme delle sue funzioni decrescenti e quello delle sue funzioni nondecrescenti. L’intersezione tra

insieme delle funzioni noncrescenti e insieme delle nondecrescenti ¢ 'insieme delle funzioni costanti

{ceC:| FseDWel}.

B12e.05 Vogliamo precisare che le distinzioni viste sopra per le funzioni numeriche naturali e per le
stringhe di caratteri su un alfabeto ordinato valgono piu estesamente per funzioni riguardanti dominio
e codominio dotati di un ordinamento totale che non sono necessariamente insiemi di numeri naturali;
per questo basta sostituire nelle definizioni i segni delle relazioni <, <, > e > con i segni delle relazioni
d’ordine corrispondenti riguardanti gli oggetti non numerici.

In particolare queste si applicano al caso delle stringhe sopra un alfabeto munito di un ordinamento
totale ben definito e ben noto, come gli alfabeti italiano e inglese (qualche incertezza potremmo invece
incontrare con alfabeti come il danese, il cirillico e tanti altri). Infatti le stringhe possono essere
considerate funzioni appartenenti a insiemi della forma l'_(s ]— A:| con A alfabeto dotato di un ben
definito ordinamento totale.

Le distinzioni per il comportamento degli ordinamenti si possono estendere senza difficolta anche
al caso degli elenchi di stringhe sopra un alfabeto con ordinamento ben definito; le stringhe infatti
possono essere munite canonicamente dell’ordine lessicografico subordinato all’ordinamento delle lettere
dell’alfabeto.

Per esempio la parola acino si puo considerare una funzione crescente, la parola accenno, si puo
giudicare una funzione nondecrescente e la lista

(Viterbo, Roma, Napoli, Milano, Bari, Aosta)

puo vedersi come una funzione decrescente.
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Segnaliamo inoltre che, come vedremo, le distinzioni riguardanti il comportamento degli ordinamenti
si applicano utilmente a tutti gli insiemi di funzioni che coinvolgono come dominio e codominio due

insiemi ordinati, non solo totalmente, ma piti in generale ordinati parzialmente [v. in particolare Bl4c]|.

B12e.06 Ci proponiamo ora di esaminare come si ottiene il comportamento delle funzioni tra insiemi
totalmente ordinati rispetto agli ordinamenti quando si effettuano composizioni di tali funzioni. Anche
per queste considerazioni limitate a domini e codomini finiti & sufficiente focalizzarsi sulle sequenza di
interi naturali.

Innanzi tutto si trova facilmente che sommando due funzioni crescenti o una funzione crescente e una

nondecrescente si ottiene una funzione crescente (in senso stretto).
Sommando due funzioni nondecrescenti si ottiene invece una funzione nondecrescente.

Simmetricamente sommando due funzioni decrescenti o una funzione decrescente e una noncrescente
si ottiene una funzione decrescente (in senso stretto).

Inoltre sommando due funzioni noncrescenti si ottiene una funzione noncrescente.

Per quanto riguarda la composizione di funzioni prendiamo in considerazione un intero positivo s e la
sequenza d:= (s,s—1,...,3,2,1), da considerare equivalente alla funzione decrescente in senso stretto
d:={(1,8),(2,s = 1),...,(s — 1,2),(1, ) }.

Sia inoltre f una funzione tra interi naturali la quale supponiamo abbia dominio in grado di intersecare
I'insieme dom(d) = cod(d) = {1,2,...,s — 1, s}.

Se f ¢ una funzione crescente, allora f(d(¢) e d(f(¢)) sono funzioni decrescenti, mentre se f ¢ una
funzione decrescente allora f(d(¢) e d(f(¢)) sono funzioni crescenti.

Similmente se f & una funzione nondecrescente, allora f (d(z)) ed ( f (z)) sono funzioni nondecrescenti,
mentre se f & una funzione noncrescente, allora f(d(z)) e d(f(i)) sono funzioni nondecrescenti.

B12e.07 Mostriamo ora che ogni insieme di funzioni finite al quale diamo la forma G := l'_X —
Y_'I si puo collegare ad un insieme di funzioni della forma F := l'_D — C :| , dove il dominio D e il
codominio C' sono intervalli di interi positivi cui diamo la forma D =(s]e C :=(n ].

Innanzi tutto 'intero s si assume uguale al cardinale di X; quindi si associa biunivocamente a ogni
x € X un intero ¢ € {1,2, ..., s}.
Denotiamo con « la corrispondente biiezione: per ogni x € X si ha dunque i = k(z), ovvero si ha la
definizione

k= feeXhile[X+>@m]].
Inoltre, essendo x una biiezione si puo scrivere = = x~1(i) . per ogni i € (n] .
La funzione k viene detta funzione di codifica del dominio X.

Una costruzione “speculare” si effettua tra Y e C := (n ]. dove 'intero n si assume uguale al cardinale
diY.
Quindi si associa biunivocamente a ogni y € Y un intero j € {1,2,....k} e se denotiamo con x la
corrispondente biiezione poniamo la definizione

xyi=fyeYhjile[vyess]].
Essendo anche y una biiezione, si pud scrivere y = x~1(j) per ogni y € Y.

1

La funzione x~* viene detta funzione di decodifica del codominio Y.

Esaminando le due costruzioni si trova facilmente che

Voe [ X—Y 71 : introdotta f:=k Yoy, oy x siha & =roy for x -
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Gli effetti di una codifica e di una decodifica vengono chiariti dallo schema che segue che qualifichiamo
come esempio di diagramma funzionale.

K
X <+ (s]
o | Vs
Y <+ (n]
X

Conviene osservare esplicitamente che le definizioni delle biiezioni x e x hanno Veffetto di imporre
ordinamenti sequenziali agli elementi degli insiemi X e Y.

B12e.08 Forse le considerazioni precedenti possono essere giudicate inutili complicazioni.

In realta esse aprono la possibilita di ottenere alcune proprieta di funzioni rappresentate dalla ¢ dallo
studio delle proprieta di corrispondenti funzioni sopra rappresentate dalla f, quando quest’ultima
presenta alcune caratteristiche piu semplici di quelle che presenta la ¢, grazie al fatto che riguarda solo
interi positivi facenti parte di intervalli semplici come (s ] ed (n ].

La possibilita di ricondursi a operare su numeri interi, eventualmente solo su naturali, in genere com-
porta due vantaggi.

Si puo utilizzare facilmente 'ordinamento di tali numeri per organizzare varie manovre, anche manovre
con fini di orientamento sperimentale.

Quando occorre effettuare delle manovre automatiche & agevole e normale servirsi delle operazioni,
delle espressioni e di tante manovre collaudate che riguardano i numeri interi.

Le funzioni di codifica e decodifica possono essere scelte in molti modi. Quando le costruzioni pro-
spettate servono a specifiche applicazioni le dette scelte saranno effetuate in base a considerazioni di
convenienza concernenti il modello applicativo da adottare e la semplificazione dei calcoli che dovessero
essere eseguiti.

L’esposizione in https://www.mi.imati.cnr.it/alberto/ e https://arm.mi.imati.cnr.it/Matexp/matexp_main.php
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