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W20 a. esponenziali e logaritmi

W20 a.01
=1, a=a , " =a"a , M=¥a , M=Va
1
a2 =g g | o "=— | (ab)®=a"b"
aZE
sia beR |, y=logyz <<= z="5
1 n
e := lim (1+) /2 2.71828 18285 59045
n—-+oo n
Inz = log,z , y=lhe < z=¢&" | z =0 =e¥ b
1
log, z1 22 = log, x1 +1log, 2 , log, — = —log, z , log, I log;, z1 — log;, @2
T T2
1
log, 2¥ = plog, * , log, Vr == Elogbx
1 I
Iny 2122 = mzy4+lnezs , n— = —Inz |, In— =Ilnxy—Inzy , log, 2P = plog, =
T T2
log,. x In z 1
log, x = o, b = Wb , y=logy, v = b=2av
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W20 b. numeri complessi

W20 b.01 unitd immaginaria i := numero tale che iZ = —1
& rappresentabile con la matrice matce(i) := [(1) _01 ] che sui vettori 2 in R x R effettua una rotazione

. . . . . . -1 .
intorno all’origine 02 di 90° nel verso antiorario; il suo quadrato matc(|2) = { 0 _OJ effettua il
mezzogiro in C x C.

numero complesso

numero rappresentabile nella sua forma rettangolare come z = x + iy o equivalentemente come
coppia (z,y); oppure con la matrice matc(z) = [z _zy]

insieme dei numeri complessi C := R+i-R

a partire da z = z +iy € C si ottengono la sua parte reale R(z) := x e la sua parte immaginaria
S(z) ==y

ogni z € C si puo esprimere come z = $(z) +i3(z) ; P'unita immaginaria corrisponde alla coppia a
(0,1)

I numeri immaginari [puri] sono i numeri complessi = i -y con y reale, ossia i numeri dati dalle coppie
(0,y), oppure dai vettori colonna [2} , oppure dalle matrici mate(i - y) := {2 _Oy}

ogni numero reale x si identifica con il particolare complesso con $(x) = 0 ossia con & = x*, ossia con
il vettore colonna {g] , ossia con la matrici matc(z) = {‘g 2}

per ogni x € R la matrice matec(x) agisce su R x R come omotetia di fattore x;

per ogni immaginario puro i-y la matrice matc(iy) agisce su R x R come 'omotetia di fattore y seguita
(o preceduta) dalla rotazione oraria di 90° intorno all’origine

per ogni z = x +iy € C la matrice mate(z) trasforma un vettore di R x R nella somma del vettore
ottenuto con l'omotetia mate(x) con il vettore ottenuto con 'omotetia mate(y) composta con la
rotazione oraria di 90° intorno all’origine

i numeri complessi z = x + iy sono in biiezione con le matrici 2 x 2 della forma [Z xy] ;

W20 b.02 operazioni sui numeri complessi

coniugato di un numero complesso z ¢ z* = = —iy =R(z)+iJ(z) ; talora lo si denota con Zz; si tratta
di una involuzione

modulo di un numero complesso ¢ il modulo del corrispondente vettore:

2| o= lr iyl = Va?+y? = \R(2)" + S(2)”

somma di due numeri complessi 21 +20 = (21 +iy1)+ (z2+iy2) = (x1+22)+i(y1 +y2) ; si tratta
di somma vettoriale commutativa e associativa

matc(z1 + z2) = matce(z1) + mate(za)
opposto di un numero complesso  —z = —z + (—y) = —R(2) — (2)
differenza di due complessi 21 — 22 == 21+ (—22) = (z1+iy1)+(—z2—iy2) = (21 —x2)+i(y1 +y2)
prodotto di due numeri complessi  z1-20 = (z1+iy1) - (—z2—iye) = (x1-x2—y1-y2)+i(x1 Y2 +T2-y1)
matc(zy - z2) = mate(z1) - mate(zz)

modulo come prodotto 228 =22 +y? = |27 = (@ +iy) - (z—iy)
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. . 1 To — iy Ty — Y2
passaggio al reciproco del numero complesso z nonnullo z70 = - - = — 3
(w2 +iy2) (x2 —iy2) T2® + Y2
divisione tra numeri complessi
A ntiy (x1 +iy) (w2 —iy2) _ (1 22 4+y1-y2) +i(x2-y1 — 21 - Y2)
zg  ma+iys (w2 +iy2) (w2 —iy2) 122 + yp?
* * * * * * 21 Zl*
(Zl:l:ZQ) = zZ1 :l:ZQ Z1 k2 = Z1 22 — = ”
z2 22
z z
lal =l < Faal <lal+lal  Jaeal = falal |2 = 2
2
campo dei numeri complessi Cpa = <(C , +, —, {(0,0), -, (1,0), *1>

forma polare dei numeri complessi o forma trigonometrica dei numeri complessi
z=xz+iy=r(cosf+isinfh) ove r=+/z2+y2=|z], 8§ = argz = arctan y
X

formula di de Moivre YneZ . (cos,0+isinfh)” = cosnf+isinnb
i6 -6 o _—i6
formule di Eulero cos 6 = % sin 0 = %

forma esponenziale dei numeri complessi

z = x+iy = r(cos @ +isinfh) = re'?
Consideriamo z; = me'¥t e zy = rye'f2
21 - 29 = 1119e'01102) arg(zy - 22) = argz + argz
21 1o 21
L= Ll0-62) arg— = argz; — argzy
<2 2 <2
. n __ R n In6 ny __
VnelZ : 2" = (re,) = r"e arg(z™) = narg(z)
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W20 c. funzioni trigonometriche

W20 c.01 Nel piano cartesiano Oxy consideriamo circonferenze Circf{A,r) e in particolare quelle con
centro in A = 0y = (0,0).
Si definisce il numero 7 come rapporto tra la lunghezza della circonferenza e il suo diametro e si trova
T &~ 3.14159 26535 .
180°

Unita di misura proporzionali: 1° := f@rad ~ 0.017543rad , 1lrad := ~ 57.295780 .
™

Consideriamo C := (b,a) con a,b > 0, punto del primo quadrante (Iqdr), la circonferenza Circf{02, ¢)
con ¢ = va? + b2, la proiezione di C su Ox B = (b,0) e il triangolo A(A, B,C) avente come angoli «
in A, Bin B e in C. definiamo le funzioni :

. a b
seno sina := — | coseno cos a = —
c c
Le definizioni si estendono a ogni angolo @ € R (in attesa di estenderle ad argomenti complessi).
sinz +cos®’z = 1, sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cosx .
sima=0<=ac{neZ:|nn}=1I, , csa=0<=ac{necZ|n—-12n}=1I.
Definiamo per ogni « € R\ I, tangente tan @ = 0% _ (Igdr) e
cos « b
1 b
Definiamo per ogni a € R\ I;, cotangente cot a = C?S G- = (Iqdr) —
sin o tan a a
1
Definiamo per ogni « € R\ I, secante seca = — = (Iqdr) ¢
sin « a
1
Definiamo per ogni « € R\ I, cosecante csc o = = (Iqdr) ¢
cos o b
W20 c.02
1 2 1 2
5 = 14+ tan“ z , — = 1l4cot” x
cos? x sin® x
tan(—z) = —tan z , cot(—z) = —cot & , sec(—z)= —secx , csc(—z)=csc T .
. s ™ . .
sin (5 —a:) =cosx=—cos(mr—x) , cos (5 —x) = sin & = sin(7w — )
™ ™
tan (§ —x) =cot x = —cot(mr—z) , cot (5 —a:) =tan x = —tan(m — )
Valori per angoli particolari
x 0 15 = 15° 10 = 18° 5 =30° T =36° T =45°
sin x 0 % V6 —V?2) % % i 10 — 2v/5 %
cos x TW6+v2) LWior2vs 8 V51 2
tanz 0 2-V3 5-2v5 ok 5—2v5 1
cot x +o0 +V3 5+ 2v5 V3 A/ % 1

W20 c.03

¢ 1 +/secZr — 1 1
sinz = +1/1—cos2z = an v _ _ Vsec?z — 1 _
+V1+tan?z +1+cot?z secT cse T

1 cot x 1 ++Vesc2z —1
cosrz = +V1—sin?z = = = =

+vV1+tanz +v1+cot? z CsC T secx
SiIl X im 1 + \/8(3(2271 1

tan x = = =

+4/1 —sin? gz Ccos T cot = B ++/cse 20 — 1
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1

+4/1—sin’z cos T 1
cot x = - = = = = ++vcsc?2zx—1
sin @ +v1 —cos? x tan x +vsec?z — 1
1 1 5 +v1+cot® x csc T
secr = = = +v1+tan?z = _
+4/1 —sin? 2 Ccos T cot = ++/ese2r—1
1 1 +v1+tan? z sec
csC x = — = = = +vV1+4cot’?z =
sin x ++/1 —cos?zx tan x +vesc2ax —1
.9 1—cos2z 9 1+4cos 2z 9 1—cos2z
sin“ x = , cos‘’r = —— | tan*xr = ———
2 1+cos2x

2

sin(:c:l:%)z:tcosm , cos(mig):qisinx , tan(m:l:%)z—cotw , cot(x:tg):—tanx

sin(fx +7)=—sinx , cos(zxtm)=—cosz , tan(ztm)=tanz , cot(z+tm)=cotux
sin(fx £27)=sinz , cos(zxxt2w)=cosx , tan(r+2m)=tanz , cot(x+t2mw)=cotx

sin(mr —x)=sinx , cos(m—x)=—cosx , tan(mr—x)=—tanx , cot(mr—x)=—cotux
sin2r —x)=—sinz , cos(2m—x)=cosxz , tan(2m—z)=—tanzx , cot(2m —x)=—cotx
sin(zxty)=sinz cosytcoszsiny |, cos(z £ y) = cos x cos y Fsin  sin y

tan x + tan y

t t 1
cot(z £ y) = cotrcoty+ 2

tan(z ty) = ——— |
1Ftan z tan y cot x £ cot y
Singzill—cosx ’ COSEZi/l—I—cosx 7 tan{_l—.cosac: sin x 4 /1 —cosx
2 2 2 2 2 sin x 1+coszx 1+ cosx
W20 c.04 funzioni trigonometriche di angoli multipli e potenze
2 ) ) 2 2 tan
cos 2z =cos"z—sin“x=1—-2sin"zx=2cos"z , tan2zx=_——5—
1—tan® x

sin 2x =2sinx cosx

sin 3z =3 sin z — 4 sin® = |

sin 4z = 4 sin = cos  — 8 sin®z cos x , cos 4z = 8cos* x — 8 cos? x4+ 1, tan 4z =

cos 3z =4cos’xr —3cosx

3 tan = — tan® z
1—3tan? z
4 tan z — 4 tan® x

tan 3x =

1—6 tan® z + tan? =

. . _ n . _ n . _
sin nx = n sin  cos” 'z — (3) sin® x cos™ 3x+(5> sin® z cos" Pz — - -

n . _ n . _
cos nx = cos" T — (2) sin z cos™ 2z + (4) sin*x cos” tx — -

2m\ 1 1 & 2m
Sn2m . j < D4
S11 _<m>22m+22”11;(_1)j<m—j> CObZ]JZ‘
o 1 & Caf(2m =1\ .
sin®™ ! g = 2m=3 Z (—1)71 < m—j ) sin(2j — 1)z
=1

om my 1 1 "/ 2m Y

oS = — + — cos 2jx
m ) 22m | 92m—1 = m—j J
- 1 & /2m-—1 ,
cos?™ ! = 227”7—22 (m—j> cos(2j — )z
j=1
W20 c.05 formule di prostaferesi
:t —
sin x =siny = 2 sin r=y - COS il , cosa::i:cosyz:l:2cf)s Ty -C,OS Ty
2 sin 2 sin 2
i + i +
tan x £tany = M , cotxtcoty = M
cos T CoS Yy sin x sin y
2023-11-15
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combinazioni lineari di seno e coseno

acosx+bsinx = rcos(x—¢) , asinz+bcosxz = rsin(zx+¢) dove

b b
r := va?+0b?® e per 'ampiezza di fase ¢ := arctan —sea >0 ¢ := w+arctan —sea <0 .
a a

2023-11-15 W20 prontuario: funzioni trascendenti elementari e numeri complessi



Alberto Marini

W20 d. funzioni trigonometriche inverse

W20 d.01
arcoseno y =arcsin x <= x =siny dove —1§x§1,—g§y§g
arcocoseno y=arccosr <= xz=cosy dove —1<zx<1,0<y<nw
arcotangente y=arctanx < x=tany dove —oo <z <400, —g <y< g
arcocotangente y=arccotx <= xz=coty dove —oco<z<+4o00,0<y<m
arcosecante arcsin x := arccosy/1— 22 = arctan 7% = arccot 1; i
z

. T
arcocosecante arccosx := arcsin v/1 —x2 = arccos \/ﬁ = arccot ﬁ
—T —x

. x
arctan r = arcsin N — arccos

arccotx = arcsin ——— = arccos

1
Vi—a22

x —
V1— 22
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W20 e. funzioni iperboliche e loro inverse

W20 e.01
e® —e”® e?® — 1 1—e22
seno iperbolico sinh x := = =
P 2 2e” 2e7%
x —x 2x 1 1 —2x
coseno iperbolico cosh ¢ := e fe = ¢ t = Te
2 2e% 2e7%
T _ T 2z 1 sinh
tangente iperbolica tanh z := ° ° = _ Smhh e
et f e @ e2z 1] cosh z
e’ +e " 2% 41 cosh x 1
cotangente iperbolica coth z := = = =
g P e —e™ 7 e?r — 1 sinh x tanh z
2 2e” 1
secante iperbolica sechx = = =
et e @ e?z 1 cosh x
2 2e” 1
cosecante iperbolica csch z = = = —
et — e~ @ e2z — 1 sinh z

V.f. https://Hyperbolic functions#/media/File:Sinh_cosh_tanh.svg

W20 e.02
sinh(—z) = —sinh ¢ , cosh(—z) =coshx , tanh(—z)= —tanhz , coth(—z)= cothx
sech(—z) =sechz , csch (—z) = —csch z
b tanh x 1 L coth x 1
sechx = = csch x = =
sinhz coshz cosh x  sinh x
cosh z 4+ sinh z = €° , coshx —sinhxz = e™°
cosh? z —sinh? z = 1 , sech?z + tanh® z =1 , coth® z —csch 2z =1
h 1
sinh z = =+ cosh2x—1:L: _—
V1 —tanh? z Veoth? o — 1
sinh 1 | coth x|
cosh z = = =
V1+ sinh? z \/1 — tanh? z \/coth2 z—1
sinh x Vcosh? z — 1 1
tanh z = = =
/1 + sinh? z cosh z coth z
\/.72
coth o — 1 —|— sinh® x - cosh z _ 1
sinh z Vcosh? » —1 tanhz
W20 e.03

sinh(z &£ y) = sinh z cosh y £ cosh z sinh y
tanh x + tanh y

, cosh(zx +y) = cosh z cosh y & sinh z sinh y
1+ coth z coth y

tanh(z £ = th(x + =
anh(z +y) 1+tanh z tanhy ’ coth(z + y) coth = £ coth y
sinh 22 = 2sinh z cosh z , cosh 2z = sinh? z + cosh? z
2 tanh th® o + 1
tanh 22 = ———m T coth 2z = cot w1

)

1+ tanh? z 2 coth? z

,hx . cosh z — 1 cohx cosh z +1
sinh — = signazy/ ————— sh — = {/——(——
S 5 sign x 5 , S 5 5

tanh T . cosh z — 1 sinh z th T . cosh z +1 sinh z
anh — = signzy/ = coth - = signz 4/ =
2 & coshz+1 coshz+1 "’ 2 & coshx —1 coshz —1

sh z — 1
se x # 0, allora tanh r_ c05.7x = coth x —csch x
2 sinh x
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. 1 +tanh 3 /1+ tanh x
e = — = S
1 —tanh 3 1 —tanh =
sinhx—i—sinhy:QSinhx+ycoshm;y , sinh;v—sinhy:QCoshx;—ysinhm;y
coshx+coshy:2coshx;rycoshz;y , coshx—coshy:QSinhx;ysinhI;y
sinh x £y sinh x +y

tanh x £ tanhy = ————— coth z £ coth y =

cosh z coshy ’ sinh x sinh y

1 1
sinh z sinh y = 3 [cosh(z +y) — cosh (x —y)] , sinh x coshy = 3 [sinh(z 4 y) + sinh (x — y)]

1
cosh z cosh y = 5 [cosh(x 4 y) + cosh (z — y)]
(cosh x £ sinh z)" = cosh nx 4 sinh nx formula di de Moivre

W20 e.04 funzioni iperboliche inverse

Tutte le funzioni iperboliche sono invertibili, con ’eccezione del coseno iperbolico invertibile limitata-
mente al subdominio Ry o al subdominio R_g.

area del seno iperbolico x =sinh y <= y =arsinhz =1n (:1: +Va?+ 1)
ln(a:— 332—1) per z <0
area del coseno iperbolico x =cosh y < y =arcoshx = -
P y 4 {1n(1:+\/1:2—1) per x >0

area della tangente iperbolica

1 1 1
r=tanh y <= y=artanhz =1In 4/ +x:fln e per |z| <1
1—=x 2 11—z

area della cotangente iperbolica

1 1 1
xzcothy(z}y:arcothlenw/x—’_ :fln&per |z] > 1
r—1 2 y—1

1 1 1
arsechx = arcosh () , arcschz = arsinh () , arcothz = artanh ()
x x x
Queste funzioni vengono chiamate anche argomento di seno/ ... , invece di area di seno/ ... .
sinhiz = isinz , coshix = icosx , tanhix = itanxz , cothix = icotx
sinh(z +iy) = sinh z cosy+icosh x siny , cosh(z+iy) = cosh x cos y+isinh z sin y

tanh x 4 i tan y 1 —icoth x cot y

tanh(z +iy) =

, coth(z+iy) =

1+ i tanh x tan y coth z — i cot y

Testo fruibile in https://www.mi.imati.cnr.it/alberto/ e https://arm.mi.imati.cnr.it/Matexp/matexp_main.php
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