MATeXp — Teorie di riferimento

Capitolo T72:
Algebre di Kleene

Contenuti delle sezioni

a. Algebre di Kleene classiche p.1 b. Algebre di Kleene standard p.8 c¢. Algebre di Kleene normali
e regolari p.11 d. Matrici su algebre di Kleene standard e regolari p.12 e. Composizioni dettate da
linguaggi p.15 f. Costruzioni guidate da un linguaggio p.16

T72:0.01 Le algebre di Kleene sono specie di strutture algebriche che consentono di stabilire dei
formalismi con i quali si trattano vantaggiosamente varie questioni riguardanti linguaggi e sistemi di
relazioni. Il contenuto del capitolo costituisce una rielaborazione di alcune parti del piccolo denso libro
di J. H. Conway (1971): Regular languages and regular machines, Chapman & Hall.

T72:a. Algebre di Kleene classiche

T72:a.01 Diciamo algebra di Kleene classica, in sigla CKA, ogni sistema (S, +,-,*,0,1) nel quale S & un
insieme, + e - sono operazioni binarie su S, * & un’operazione unaria su S, mentre 0 e 1 sono elementi
di S. Questo sistema deve soddisfare i seguenti assiomi:

VE,Ei,Es,E3€ S :

CKAl] Ei+E; = Ex+E (proprieta commutativa di +)

CKA2] E+4+0=FE (neutralita di 0 rispetto a +)
CKA3] (E1+Es2)+E; = E1+(Ey+E;)  (associativita di +)
CKA4 (El'EQ)'Eg = El'(EQ'E3) (associativité di )

]
]
]
CKA5] 1.E=FE (neutralita di 1 rispetto a -)
]
]
]
]

[

[

[

[

[

[CKA6] E-1=FE (neutralitd di 1 rispetto a -)

[CKA7] 0-E=0 (0 ¢ elemento zero rispetto a -)

[CKA8] E-0=0 (0 ¢ elemento zero rispetto a -)

[CKA9] E;-(E2+E3) = Ey-Es+E;-Es  (distributivita di 4 rispetto a -)
[CKA10] (E1+Es)-E3=FE;-Es+FEy-E5  (distributivita di + rispetto a -)
[CKA1l] (E1+Es)* = (E1*-E2)*-E1*  (azione di * rispetto a +)
[CKA12] (Ey- Eg) = 1+E1 (Es+E1)*Ey  (azione di * rispetto a -)
[CKA13] (E*)* = (idempotenza di *)

[CKA14] VYneN : E*=(E")*EM

E opportuno sottolineare che I'ultima relazione costituisce uno schema di assioma.

T72:a.02 Indichiamo con CKA la classe delle algebre di Kleene classiche.
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Le CKA'’s si possono definire mediante altri vari sistemi di assiomi: oltre al precedente, dovuto a
Conway, ricordiamo quelli di Salomaa e di Yanov.

Per questi sistemi di assiomi si sono affrontati vari problemi di consistenza, di completezza e di equi-
valenza. B notevole il fatto che in ogni sistema di assiomi per le CKA’s deve comparire uno schema di
assiomi oppure una regola di inferenza; in altre parole non esiste alcun sistema finito di uguaglianze in
grado di costituire un fondamento assiomatico per le CKA’s.

T72:a.03 Osserviamo che [CKA1], [CKA2] e [CKA3] equivalgono a dire che (S,4,0) & un monoide
abeliano; che [CKA4], [CKA5] e [CKAG6] equivalgono ad affermare che (S,-,1) ¢ un monoide; che
[CKA1], ...,]JCKA10] equivalgono a dire che (S, +,-,0,1) & un semianello unitale.

Vedremo che [T72:1.4(h)], escluso il caso degenere della CKA costituita da un solo elemento,
l’operazione + non possiede inverso, I'operazione - non ¢ commutativa e non possiede inverso e che i
semianelli (S, +,+,0,1) sono privi di divisori dell’'unita e non sono anelli.

T72:a.04 Prop. Sia A Cy A, econisegni “+”7, “” e “*” denotiamo esplicitamente unione, giustap-
posizione e star-chiusura di linguaggi. (La,+,-,*,0,{¢}) € CKA.

Dim.: [CKA1],..., [CKA10] sono proprieta evidenti di L 4.

[CKA11]:

(E1+Es)* =p+E1+Ey+E\ >+ Ey Ey+ By By + By + B+ Er* By + E\ By By + By Ey* + B> By P+
+E2E1E2+E22E1 +E23—|—.... = sommatoria di tutti i prodotti costituiti dai fattori Fy ed FEs;
(Er"E2)"E1 =3, cN, Zh1;~-.7hvn+1€No(E1h1+E2) o (BY"m 4 By) Byt =

sommatoria di tutti i prodotti costituiti dai fattori £y ed FEs.

[CKA12]:
(E1-Ex)* =p+E1Eo+Ey(EyE1)Ea+Ey (B2 E1)?Es+ - - - +E1 (EoEr )" Ea+ - - - =pu+Ey (Eo By )* Es.

[CKA13]:

VEeLy E+E=FeVneNy E"+---+E"=FE".

Quindi E*? = (u+E+E*+-- ) (u+E+E*+--.) =

=pu+(E+E)+(E*+E*+E?)+(E*+E3+ E3+E3)+ - - - =u+E+E*+E3+--- = E*;

E*B :E*2E* — E*E* = E* :

VneN E*=E* (B*)* =u+E*+E**+ ... =u+E*+E*+ ... =u+E* = E*.

[CKA14]:

E* =u+E+---+EP+-- fissato n € N Vp € Ng, h € Ngek e {0,..,n— 1} tale che
p=nh+k; (E")EM = (XheN, Enh)(20§k<n EF) = 2 heNgo<k<n Erhth = 2peN, B =E"

T72:a.05 Come per ogni altra specie di struttura algebrica si puo parlare di sottoalgebra di Kleene
classica e di morfismi tra algebre di Kleene classiche e si possono scrivere enunciati come i seguenti:
<S/7+/a'/7*/a05 1> SCKA <S7+7'7*a0a 1> ) s" <CKA S 5 S’—>CKA S

T72:a.06 Prop. Sia AC;A. (Ra, +, -, %, 0, ) <cra (La, +, -, %, 0, p).
Dim.: Dato che R4 C L4 e che le operazioni su R 4 sono le restrizioni di quelle su L4, basta stabilire

che Ry € CKA . Questo equivale a stabilire R4 € [+, -, *], fatto garantito da [23e.03(b)] &

T72:a.07 Prop. Sia AC;A ed LCLa; (L(+, - " 0,u), + - % 0, u) € CKA.
Dim.: L(( +, -, *, 0, u ) C L4 e, dato che questa collezione di linguaggi & chiusa rispetto a +, - e * e
contiene @ e p, L(+, -, *, 0, 1)) <ckxa Lan
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T72:a.08 R4 costituisce un caso particolare di L(( +, -, *, 0, ) relativo ad L = {(a;)|a; € A}. Ra
risulta essere la CKA libera finitamente generata da {(a;)|a; € A}.

Il suo carattere di struttura libera dipende dal fatto che i suoi elementi sono forniti da espressioni

razionali su A, cioé da espressioni costituite con lettere di A composte con gli operatori +, - e *

ed opportunamente parentizzate e che due espressioni forniscono lo stesso elemento di R4 sse sono
riconducibili I'una all’altra sulla base degli assiomi [CKA1], ... ,|[CKA14].

T72:a.09 La precedente affermazione traduce la proprieta di completezza del suddetto sistema di
assiomi.

Nel caso in cui L sia finito, L({( +, -, *, @, p ) risulta essere una CKA finitamente generata; una tale
CKA puo essere libera o meno, in quanto due espressioni razionali sui linguaggi di L non equivalenti
per {[CKA1],...[CKA14]} («<=) possono dare lo stesso linguaggio, cioe lo stesso elemento della CKA,
a causa di particolari legami intercorrenti fra i linguaggi in L.

Se L non ¢ finito L(( +, -, *, §, u ), in genere , non & generabile finitamente. Questo ¢ il caso di L.

T72:a.10 Deduciamo dagli assiomi [CKA1],...,][CKA14] alcune importanti relazioni; valendo esse per
ogni CKA, in particolare costituiscono proprieta di L4, R4 e delle L(( +, -, *, @, 1 ). In questi ultimi
casi alcune delle relazioni che seguono sono piuttosto evidenti.

Consideriamo dunque (S, +,-,*,0,1) € CKA ed E;, P,  denotino generici elementi di S.

T72:a.11 Prop. E*=1+EFE* =1+ FE*E .
Dim.: Da [CKA12] con Ey = E ed E; =1 oppure E; = 1 ed E; = E segue la tesiy

T72:a.12 Prop. VneN, E*=EM4+E"E* .

Dim.: Per n = 0 si riduce a E* =uE* e per n = 1 ad (a); supponiamo vera E* = EM4+E"E*; da essa
e da (a) E* = EW4+E"(14+EE*) = EW4E"4E* E* = Bt L E"H1E* ¢ la relazione & provata
per induzione j

T72:a.13 Prop. (ElEQ)*El = E1 (EQEl)*
Dim.: Utilizzando in questa dimostrazione [CKA12] ed T72:1.11, si ha che:
(E1E2)* By = Ex+E1(ExEr ) BBy = Ey(EoEr)*

T72:a.14 Prop. EE* = FE*E .
Dim.: Da T72:1.13 con Ey = F ed By = 1 = (E-1)*E = E(1-E)* e sfruttando [CKA5] e [CKAG6]
= E*E = EE*,

T72:a.15 Prop. 0*=1.
Dim.: Da (a) con E = 0 e utilizzando [CKA7] segue che 0* = 1400* = 1

T72:a.16 Prop. 1*=1.
Dim.: Sfruttando [CKA13] e T72:1.15 e ponendo E = 0 si ha che (0*)* = 0* = 1* =1,

T72:a.17 Prop. 1+1=1.
Dim.: Da (a), (f), [CKAG6] e dalla scelta E = 1 segue che 1* = 1+1*:1 =1 =141

T72:a.18 Prop. E+E = E ed (S,+) ¢ una banda abeliana.
Dim.: Da 1.17 segue che (141)-E = 1-E. Utilizzando [CKA10] e [CKA5] si ha che E+F = E.
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Invece valgono [CKA1] e [CKA3] <= (S, +) & un sottogruppo abeliano e la proprieta di idempotenza
rispetto a + di tutti gli elementi di S garantisce che (S, +) sia una banda abeliana i

T72:a.19 Prop. (14+E)* =FE*.
Dim.: Da [CKAL1ll] e da (f), con E; =1 ed Ey = E segue che (1+E)* = (1*E)*1* = E*,

Prop. [CKA1],...[CKA12], (f) = [CKA13].

Dim.: [CKA1],...[CKA12], (f) = (i). Utilizzando (i),[CKA1], [CKA11], [CKA5] e ponendo Ey = E ed
By = 1si ha che E* = (1+E)* = (E+1)* = (B*1)*E* = (E*)*E*.

Da [CKA1],..[CKA12], (f) = (a) ed (g) e quindi E* = 1+E*E = 1+1+FE*E = 1+E* =
1+(E*)*E* = (E*)*

T72:a.21 Prop. [CKA1],...[CKA13] < [CKA1],...[CKA12], (f).

Dim.: Basta osservare che nelle precedenti deduzioni non si & mai fatto ricorso a [CKA14] e che (f)
richiede [CKA13]

T72:a.22 Prop. E*E* = E*.
Dim.: Tenendo presenti (i), [CKA11], [CKA6], [CKA13], segue che E* = (1+FE)* = (E*)*E* = E*E*

T72:a.23 Prop. (E1*Ez)* = 1+(E1+E2)*Es.
Dim.: Utilizzando (a) e [CKA11] si ha che (E1*Ey)* = 14(E1*Eg)*E1*Ey = 14 (E1+E9)*Eq

T72:a.24 Prop. (ElEQ*)* = 1+E1(E1+E2)*
Dim.: Utilizzando (a) e [CKA11] segue che (E1Ey*)* = 1+ E1Ex*(E1Ex*)* = 1+E1(E1+E2)* 1

T72:a.25 Prop. E = P*Q =— E = PE+Q.
Dim.: Tenendo presenti (a), [CKA1l], [CKA10] e [CKA4], si ha che E = P*Q = (PP*+1)Q =
PP*Q+Q = PE4+Q

T72:a.26 Prop. EF=QP*— E=EP+Q .
Dim.: Utilizzando (a) , [CKA1], [CKA9] e [CKA4] si ha che F = QP* = Q(P*P+1) = QP*P+Q =
EP+Q\

T72:a.27 Consideriamo (S, +,-,*,0,1) € CKA, la relazione entro S <:= {(E, F) € S x S|E+F = F}
ed E, F, G, Ei, FZES

T72:a.28 Prop. < ¢ una relazione d’ordine su S.

Dim.: Essendo (S, +) una banda abeliana [.72:1.5(h)] per E,F,G€ S, FE+E=E—=— E<E; E<F
¢cF<E—FE{F=F=F+E=FE; E<FeF<G=— E+F=F, F+G =G — E+G =
E+(F+G) = (E+F)+G = F+G = G = E < G, cioe < ¢ riflessiva, simmetrica e transitiva s

T72:a.29 Prop. E < E+F.
Dim.: Utilizzando [.72:1.4(h)], segue che E+(E+F) = E+F

T72:a.30 Prop. 0 ¢ il minimo per <.
Dim.: Usando [CKA1] e [CKA2] si ha che 0+FE = E

T72:a.31 PI’Op. Ei < Fl, By < Fy = E1+Ey < Fi+Fy .

Dim.: Ricordando [CKA3] e considerando E; < F;, si ha che E1+Eo+F1+Fy = (E1+Fy)+(Eo+Fy) =
Fi+Fxa
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T72:a.32 Coroll.: E < F = E+G < F+G .
Si noti che queste proprieta valgono per ogni banda abeliana.

T72:a.33 PI’OD. FE; < Fl, Ey<Fy, — FEE;<IFF;y.

Dim.: Utilizzando [CKA9], [CKA10] e (a), segue che F1+F, = Fi, Es+Fy = F» — F1Fy =
(Er+F1)(Eo+Fy) = By Es+(E\Fot FLEg)+F1 Fy = F1Fy > E\Ey+(E1 Fy+F i1 Ey) = E1Ey < Fi B
1

T72:a.34 Coroll.: E<F — EG<FG, GE<GF.

T72:a.35 Prop. m<neN, = E"™ < EM |

Dim.: Questo risultato segue da (b) s

T72:a.36 Prop. n€Ny= E" < E* .
Dim.: Cio segue da :a.04(b) e da (b) i

T72:a.37 Coroll.: 1 < E*,

T72:a.38 Prop. E<F = E*<F*.
Dim.: Utilizzando (j), (f), [CKA11l] e supponendo E < F, si ha che E* = 1.E* < (E*F)*E* =
(E4+F)* = F*,

T72:a.39 Si noti che (c),...,(h) discendono dai soli assiomi [CKA1],...,[CKA12], mentre la riflessivita
di < e quindi (a), (b), (i), (j), (k), richiedono [.72:1.4(h)], cio¢ anche [CKA13].

T72:a.40 Consideriamo (S,+,-,*,0,1) € CKA ed a4, ...,a, € S.
Si dice espressione razionale relativa ad S negli argomenti a,...,a, ogni espressione negli operandi
ai, ..., an, negli operatori binari 4+ e - e nell’operatore unario *.

Chiaramente (v. :a.03(a)] si tratta della generalizzazione delle espressioni razionali introdotte in [2A].
Per esse valgono tutte le conseguenze derivabili dagli assiomi e quindi anche le proprieta ricavate in
:a.04] e :a.05].

Nel caso di linguaggi, evidentemente, < si riduce alla relazione di inclusione e molte proprieta di
:a[T72:1.4] e [T72:1.5] sono abbastanza evidenti.

Una utile forma canonica per le espressioni razionali ¢ indicata dalla seguente:

T72:a.41 Prop. Ogni espressione razionale relativa ad una CKA puo trasformarsi in una equivalente
costituita da una somma (finita) di espressioni nei soli - e +.

Dim.: Si procede per induzione sulla lunghezza delle espressioni razionali. L’asserto € ovvio per ogni
espressione di lunghezza non superiore a 5, cioe di una delle forme a;, (a;*), (a;+a;) ed (a;a;).
Supponiamolo vero per tutte le espressioni di lunghezza non superiore ad un n > 5 della forma
E = Z?Zl E,ed F = Z§:1 Fjcon E;, F; € {a1,...,an} ((,*)). L’ asserto chiaramente ¢ vero per (E+F)
eper (EF) =3, =1 EiFj. Rimane da dimostrarlo per le (E)* = (Z?Zl E;)* e per questo
si procede per induzione su h. L’asserto ¢ ovvio per h = 1 e per h = 2 discende da [CKA11]; supposto
vero per h > 2 si ha, utilizzando appunto [CKA11], (Z?ill E)* = I:Eh+1*(zil:1 E)*|*Ep* =
(Cis Bt "B B ™ = (S0 Ban "B = X% Ey] = Y00 Bi B

T72:a.42 Si possono avere anche CKA’s finite.
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E evidente che si ha una CKA con un solo elemento, 0 = 1, ed una CKA con due elementi, 0 e
1, le cui tavole di operazioni, per [CKA1], [CKA2], [T72:1.4(g)], [CKA5], [CKAG], [CKAT], [CKAS],
[T72:1.4(e)], [T72:1.4(f)], sono :

+ 01 0 1 *
0 1 0 0 0
1 , 1 01 e 1

T72:a.43 Prop. Se (S,+,-,*,0,1) s CKA e A:=[(E,F)eSxSH Y{G|G<E,F}].
(S,+,A) € Latt.

La tavola di addizione delle CKA’s finite ¢ determinata dalla struttura di reticolo e si ricava abbastanza

agevolmente dal relativo digrafo.

La tavola per l'operazione *, per I'idempotenza di tale operazione [CKA13], per il suo rispetto della <
[T72:1.5(k)] e per la E < E* [.11.1.5(i)], si ricava dalla indicazione su di quali elementi sono della
forma E* e dalla formula A* = {E* > A}™n,

Le distribuzioni degli E* sono vincolate dalle richieste S™** = E* [11.1.5(1)], 1 = 1* [.11.1.4(f)],
0*#£0[0#£1e[.11.1.4(e)]], 1 < E* [.11.1.4(i)]. La tavola per la moltiplicazione & vincolata tra l'altro
da [CKA5], [CKA6], [CKAT] e [CKAS] che rendono interessanti solo le operazioni relative ad EF' con
E,F#0,1,da B*E* = B* e da E < F = EG < FG, GE < GF [.11.1.5(g)].

T72:a.44 Le precedenti considerazioni consentono di individuare le CKA’s di cardinalita 3 e 4.

2 o 1 o
| | 22=0 ¢ 22=2
1 o 2:2=2 2 ¢
| | (22=1 ¢ in contrasto con 1-2 =2
0 o 0 o econ?2<1=22<12).
3 e 3 e
| |
2 o 2 e
| |
1 e 23 23 1 e 23
| 2 23 2 33 | 2 33
0 o 3 33 3 33 0 o 3 33
3 e
|
1 o
| 23 23 23 23 23
2 o
| 2 02 2 22 2 22 2 23 2 23
0 o 3 23 3 23 3 33 3 23 3 33
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1 o
|
3 ©
| 23 23 23 23 23 23 23 23
2 o
| 2 00 2 00 2 00 2 02 2 00 2 02 2 22 2 22
0 o 3 00 3 02 3 03 303 323 3 23 3 22 3 23
1
[}
/N
2 © o 3 9 3
\ o/
o 2 20
0 3 03
[ ]
/A
2. 3 2 3 2 3 2 3 2 3
N\
o 2 02 2 22 2 13 2 33
0 3 23 3 23 3 33 3 33
T72:a.46 Abbiamo visto che Ly,, . 4,1, Ryar,....a,} € CKA.

Rya,,....a,}, essendo ottenibile come {ay,...,a, }[+-*], viene detta CKA libera finitamente generata da
a1,...,0n. 1 suoi elementi infatti sono forniti dalle espressioni costituite con gli elementi a; collegati
con gli operatori +,-, e * ed opportunamente parentizzate (espressioni regolari).

Due espressioni forniscono lo stesso elemento dell” algebra sse si puo ricondurre 'una all’altra mediante
gli assiomi [CKA1].,...,[CKA14].

T72:a.47 Prop. Consideriamo {L1,...,L,} € La. {L1,...,L,}[+*] € La.
Dim.: Infatti {L1, ..., L, }[+*] € La ed essendo chiusa rispetto a +,-, e *  {L1,..., L, }[+*] <cka La
1

Queste CKA’s, in generale, non sono libere, nel senso che due espressioni regolari in Ly, ..., L, non
riconducibili I'una all’altra attraverso gli assiomi a causa di particolari legami tra gli L; possono dare
lo stesso linguaggio, cioe lo stesso elemento di CKA.

T72:a.48 Consideriamo f =({0,1,2,3},+,-,%,0,1) ove

+ 0123 0123 *

0 0123 0 0000O0 0 1
1 1123 1 0123 1 1
2 2223 2 0223 2 3
3 3333 3 0333 e 3 3
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f ¢ una CKA finita.

T72:b. Algebre di Kleene standard

T72:b.01 Si dice algebra di Kleene standard, in sigla SKA, un sistema (S, ,,0,1) nel quale S & un
insieme, Y € {S‘Bl —> S}, - e{SxS—>S8} e 0,1¢€S5,il quale soddisfa gli assiomi che seguono
e per i quali, in luogo di {E;|t € T} )", scriviamo ), . E; VE, € S
[SKA1] @) =0cioe ),y E: =0
SKA2] {E}Y =FE, ciot Y0 Ei=E.
[SKA3] {{Eujuc U} |teT}> ={EuJuc U{Uft € T}} > cioe
EtET(EueUt E,) = Eue(uthUt) E,
[ ] (BvEy)E, = Ey(EyEy)
[SKA5] 1.E, = E,
[ | Eyl=FE
[ ] ({EfteT}Y) ({BulueUYY) ={EE,|(t,u) e T x U}y, cioe
Cier Bo) (Cuev Bu) = Xt wyerxv Er-Eu-
Indichiamo con SKA la classe delle SKA’s.

T72:b.02 In luogo di {Ey,, B} Y- = > ieqs, 1,y Bt sl scrive By, +Ey, . In tal modo si ¢ individuata
un’operazione binaria su S: + € {S x SI—> S}

T72:b.03 Prop. FE,+E,=FE,+F; .
Dim.: Infatti {¢t,u} = {u,t}

T72:b.04 Prop. E,+0=EF; .
Dim.: Infatti {t} UD = {t}

T72:b.05 Prop. (E.+E,)+E, = E+(E,+E,).
Dim.: Infatti {t,u} U{v} = {t} U{u,v}1

T72:b.06 In luogo di }_,c (s, E, si puo scrivere By +E;,+...+FE;, .

t2,...tn }

Come al solito si pone VE € S YneN E-E=FE? E'tW'=FE"FE FE'=FE E°=1

Si pone inoltre ET = YoneNE", BT = ZneNo E™ individuando due operazioni unarie su S.

T72:b.07 Prop. Consideriamo un insieme I, ¥ , 1g € I‘B, un’operazione - € {I x [ —b> I‘B} ela
sua estensione booleana ©® = [ (I, I3) B U {iy-isliy € I1,i2 € I} ] € {fB x IB —Dfm}.

(P, ©,1,) e Mnd = (I'*,U,0,0,15) € SKA.

Dim.: Infatti 'insieme soddisfa [SKA1], [SKA2] ed [SKA3], I'ipotesi implica [SKA4], [SKA5] ed [SKA6]
e per O, essendo estensione booleana, si ha che V{I;|t € T}, {I,|Ju € U} C el (UterIt) © (Uuev Iy) =
Uteruev (I @ I,,) che non ¢ altro che [SKAT] y

T72:b.08 Prop. Consideriamo (M,-,1) € Mnd e ® = -bo°.,
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(MP,U, 0,0, {1}) € SKA.

Dim.: Infatti si ha una situazione pilt particolare di quella esposta in (a) i

T72:b.09 Prop. Consideriamo A Cr A, (La,>.,-,0,{u}) € SKA .

Dim.: Infatti Ls = A*m, > indica l'unione di linguaggi e - l'estensione booleana dell’operazione
indicata con lo stesso segno per la quale (A*, - u) € Mnd 4

(La, >, -, 0,u) ¢ la SKA libera generata finitamente da A; essa in breve si dice aSKA dei linguaggi su A.

T72:b.10 Prop. Consideriamo un insieme I. (I x )P, U, 0,0, I'd) € SKA.

Dim.: Infatti o7y ; = [ (ef)(fh) B (eh) 1 U F(ef)(gh) B O|f #g1 € {(IxI)x (IxI)—>(IxI)U{D}}
e (I x P, o, Iy € Mnd

T72:b.11 Consideriamo (M, 1) € Mnd, l'estensione cartesiana = di - a M x M

= F{(st){uv)) B (s-u,t-v)|s,t,u,v € M ] e lestensione booleana di : a [ ,operazione per la
quale VM, My C M x M © M[] My = {(s,t) € My, (u,v) € My :| (s-u,tv)} .

Allora (M x M)P U,§ ,0,(1,1)) € SKA.

Dim.: Infatti (M x M,: ,(1,1)) € Mnd

T72:b.12 Prop. Consideriamo (M;,;,1;) € Mnd per i = 1,....n; M = M; X ... x M,, 1=
(11,...,1,), = estensione cartesiana di '1,...,, ad M, [ = =%°L (M,U,[ ,0,1) € SKA.
Si tratta della ovvia generalizzazione di (e) a

T72:b.13 Prop. Consideriamo un insieme 1. (Im, uU,n, 0, T) € SKA.

T72:b.14 Consideriamo un reticolo completo completamente distributivo e siano L™™ ed L™ i suoi

estremi.
Allora (L, V, /\,Lmi”,Lmam> € SKA.

T72:b.15 Teorema Consideriamo (S,>,-,0,1) € SKA e le operazioni + (binaria) e * (unaria) introdotte
come in [.11.2.2]. (S,+,-,*,0,1) € CKA.
Dim.: Si tratta di verificare [CKAL],...,][CKA14] per questa CKA; indichiamo con Ej, ..., F; arbitrari
elementi di S.
[CKA1], [CKA2] e [CKA3] si sono visti in [.11.2.2 (a),(b),(c)].
[CKA4], [CKA5] e [CKA6] sono [SKA4], [SKA5] e [SKAS6].
[CKAT]: Utilizzando [SKA1], [SKA2] e [SKA7], si ha che
0-E; =3 e B Zue{i} E, = Z(t,u)eﬁ)x{i} EE, = Z(t,u}é@ EE,=0.
[CKAS]: come [CKAT].
[CKA9]: Utilizzando [SKA7] si ha che
Ey-(Ey+Es) = Zte{l} Ly Zu6{273} By, = Z(t,u)e{(1,2>7(1,3)} BBy = E\Ex+ BBy
[CKA1Q]: come [CKA9.
[CKA11]: Utilizzando [.11.2.2], [SKA7], [CKA9], [CKA10], [SKA3], segue che:
(B1t+E2)" =3 cN, (E1+E2)" =
= 2oneN, 2k=0,..n ZnoMnkZOyZ:ﬂo i BV B2 B Bo BN T ER BT =
=2 keNy Lm0 (E1O E2) (BT ). (Y 7 Ep) BT =
= ZkeNO (E1*E2)(E1*Es)...(E1*E9)En* = (E1*E9)*Eq™ .
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[CKA12]: Utilizzando [SKA7], si ha che:
(B1E2)* = 1432 (N, (B1E2)" T =14+ 3 (N, E1(E1E:)" By =
= 1+E1'ZneNo (EoF1)"Ey = 14+ E(EoEr)*Es .

Prima di considerare [CKA13] e [CKA14], dimostriamo alcune proprieta delle SKA’s.

T72:b.16 Prop. Sia T un insieme qualsiasi: ZteT E;,=F,.
Dim.: Posto U; = {i}, ed utilizzando [SKA3], segue che
VieT . ZteT E;i = ZteT ZuEUt E, = Zue(uteTUt) Ey = Zue{i} By = Ein

Questa relazione si puo chiamare idempotenza generalizzata.

In particolare E;+FE; = E;, ZnENo E;, = F;.

T72:b.17 Prop. FE;*E;* = E;* .

Dim.: Utilizzando [SKAT7], [SKA3] ed (a), si trova  Ei*E;" =37, N, xN, B =
= ZkeNo Zm:O,...,k E;n+(k_n) = ZkeNo Zm:o,...,k Ezk = ZkeNo Ezk =E;"

T72:b.18 Prop. (E*)"=E;* ¥neN.

T72:b.19 Ritorniamo alla verifica degli assiomi delle CKA.

[CKA13]: Utilizzando (c) ed (a), si ha che: (E;*)* =1+ NE*" =

=1+ EnEN B =14+E" = E;*.

[CKA14]: Sia n € N; poniamo T = {0,1,...,n — 1}, U; = nNy+t Vvt € T, ed utilizzando
anche [SKA3] ed [SKAT], segue che: E;* = 37, N, EFf = Zke(uteTUt)Eik = Y ier 2okeu, EF =
Yter XmeN, (E)"E] =

= Trer (BY) B == (B})" Syer Bl = (B)'E}".

T72:b.20 Con abuso di linguaggio veniale, si puo dire che ”ogni SKA ¢ una CKA” e scrivere SKA <
CKA .

Vedremo facilmente che non vale il viceversa.
Le SKA’s sono in effetti strutture assai privilegiate rispetto alle CKA’s, in quanto chiuse rispetto a
somme qualsiasi e tra SKA e CKA si possono considerare tipi di strutture intermedie.

Ad SKA, comunque, si possono applicare tutte le considerazioni svolte per CKA, anche se talune
proprieta di SKA si possono trovare piti facilmente ed in forma pit stringente (come per I'idempotenza).

T72:b.21 Consideriamo (S,>,-,0,1) € SKA.
Su S come per ogni CKA la relazione < = {(F,F)|E+F = E} ¢ una relazione d’ordine parziale per
la quale valgono le proprieta viste in [T72:1.7].

T72:6.22 Prop. Consideriamo EC S. E*? =3, pE =3 5 g Emin) G.
Ec

Dim: Ey € E = Ei+) pegF = > pcgF  equindi Y p gFE ¢ maggiorante di E; se F
¢ un generico maggiorante di E, F' > FE, e utilizzando [.11.2.4(a)], si ha che : F = Y, g F =
Y pcE(E+F)=F+) pcg E= F >} pcgE equindi ), g F ¢ il minimo maggiorante di E. Per
I'ultima espressione basta considerare che E' =" .. pmin G in quanto £ € Emin

T72:b.23 Prop. Consideriamo l'insieme dei minoranti di E: E™® = {G|G < E VE € E} = N gE™™.
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Eznf = Emin Sup — ZGGEmin G - ZGG(QEEEEmIn)(E"‘G)

Dim.: £ E.E e G<L E = E+Emif1 sup — ZGeEm;n(E+G) = ZGeEmin E=FE— Emnsuwp < e
quindi E™in suP ¢ Emin o quindi E™I® SUP ¢ i] massimo di E™I® cioe E™Y

T72:b.24 Teorema < ¢ una relazione di reticolo completo per S.

In tale reticolo il minimo ¢ 0, il massimo ¢ ) ;¢ F, la giunzione binaria ¢ fornita da EV ' = E+F =
Y Gepminypmin G € Vincontro binario da EAF =3 p p G = > g pminqpmin G-

Dim.: Ogni E C S possiede supremo (a) e infimo (b); accade poi che 0 < E VE € S; le altre proprieta
sono conseguenza della completezza del reticolo g

T72:b.25 Teorema (S,<) & un reticolo booleano, cioé un reticolo complementato e distributivo; il
complemento di E € S ¢ E' =Y {F ] E™in 0 Fmin = {0} }.

T72:b.26 Teorema Consideriamo S € SKA , P,Q € S eleequazioni X = PX+Q Y =YP+Q .
Indichiamo con (X = PX+Q)*°! e (Y =Y P+Q)%°! i sottoinsiemi di B(9) costituiti dalle rispettive
soluzioni.

(l) (X — PX+Q)SOI min _ P*Q

(ii) (Y — YP+Q)SOI min _ QP* )
Dim.: P*Q € (X = PX+Q)%°! in quanto questo accade [.11.1.5(m)] in ogni CKA e quindi anche in
S € SKA. X' € (X = PX+Q)*®! = X' = PX'+Q — Q < X' = PQ < PX' < PX'4+Q =
X' = P2Q < PX' < PX'4Q = X' = .. = P"Q < PX' = PX'4Q = X' = .- —> P*Q =
> neN, P'Q < X' e quindi (i) ; similmente (ii) »

T72:b.27 Prop. (X = PX+1)%! ™in = (X = X P41)s! min = p+ |

T72:c. Algebre di Kleene normali e regolari

T72:c.01 Si dice algebra di Kleene normale, abbreviata con NKA, ogni sistema (N, +,-,*,0,1) ove N C S
con (S,>°,-,0,1) € SKA; + ¢lariduzione a N x N di }; * & la star-chiusura su S ed N[+-*] = N.

La classe delle NKA’s si indica con NKA.

T72:c.02 Si dice algebra di Kleene regolare, abbreviata con RKA, ogni sistema (N, +,-,* 0,1) il quale
soddisfa tutte le proprieta valide universalmente in tutte le SKA’s (ovvero in tutte le NKA’s) ove,
naturalmente, i ruoli sono: + := somma (operazione binaria di monoide abeliano), - := prodotto

*

(operazione binaria di monoide), * := star-chiusura, 0 := elemento neutro rispetto alla somma e 1 :=

elemento neutro per il prodotto.

La classe delle RKA’s si indica con RKA.

T72:c.03 Teorema SKA C NKA C RKA c CKA .

Dim.: Nell’ambito di una SKA S, in generale, si possono individuare pit NKA’s: basta prendere T' C S
e quindi N = T[+-*]. In particolare puo risultare N = S e quindi SKA C NKA. Che sia SKA C NKA
discende dal fatto che Ry, .. a,} = {@1; .., an}[+*] € NKA\SKA, cosa evidente quando si considera
an} € SKA e che R{a1 _____ an} Z = L{al,...,an}'

. .
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In ogni NKA valgono tutte le proprieta universalmente valide in tutte le SKA’s e quindi NKA C RKA.
Le considerazioni svolte in [.11.2.4] possono considerarsi come la verifica della validita degli assiomi di
CKA, [CKA1l],...,[CKA14], in una RKA e quindi RKA C CKA.

Si puod mostrare inoltre [Conway (1971) p.102] per la CKA finita di [.11.1.8(b)] f, che f € RKA
\ NKA ¢ [Conway (1971) p.118] che dagli assiomi per CKA non si possono ricavare gli assiomi per
RKA in modo che RKA C CKA;

T72:c.04 Per ogni RKA e per ogni NKA, come per ogni SKA, valgono tutte le proprieta ricavate in
[.11.1] per le CKA’s. Per le RKA’s e le NKA’s valgono inoltre le relazioni riguardanti le operazioni
+,- e * ottenute nell’ambito delle SKA’s come ad ed. [.11.2.6(a)].

,,,,, an} € NKA\SKA, giustifica la denominazione di NKA libera finitamente generata da a, ..., a,
per Ryq, ... a,}- Simnotiche, per Ly, ..., Ly, € La, {L1,...; Ly }[+*] € NKA € {L1, ..., L, }[+*] <nka
L4. Queste considerazioni a causa di (a) precisano alcune cose esposte in [.11.1.8].

T72:d. Matrici su algebre di Kleene standard e regolari

T72:d.01 Consideriamo S € SKA, due insiemi I e J e I'insieme della matrici rettangolari con le righe
indiciate da I, le colonne da J e le entrate da S, {I x JI—> S} = SMtyj.

In particolare si ha I'insieme delle matrici di tipo I x J di linguaggi su A: LaMtyj.

Definiamo come matrice nulla di SMtyy: (;,0 = [0 | i€ I,j € J] e come sommatoria su SMtyy, I’
operazione: (r5) Y. € {SMtUml—bSMtU} che,se {M® |t eT}eSMtyy con MW = [M;V]ie
Liedl, unSier MO = [X,cp My |iel,je .

T72:d.02 Prop. (1) > ,cg MY = (110

Dim.: [SKA1] 4

T72:d.03 Prop. (1) Zte{a} MO = ppla),
Dim.: [SKA2] 4

T72:d.04 (c) Prop. (1) Y per (1) Xower, M™) = (1) uerervy M™ VT, {Ui |t €T}
Dim.: [SKA3] y

T72:d.05 Prop. Scrivendo M (1) ant M) in luogo di (1) Dtefts 12} M®  come in [.11.2.2]
si ricava che (SMtyy, (1.7)+, (7,)0) € AbMnd.

T72:d.06 Definiamo come prodotto di due matrici (conformabili) appartenenti rispettivamente a SMtrgy
ed SMt;k l'operazione (ryx)- € {SMtry x SMtjki —> SMtyy} che,se M =[M;; |iel,jeJ]e
SMtIJ] ed N = [ Njk | j € J ke K] fornisce M (IJK) N = [Zje.]Mij : Njk | el ke K] S
SMtIK.

Definiamo come matrice unita di SMtyk la matrice quadrata ;1 = [u;;li € I,j € J] conuy; =1€ S
ed u;; =0¢€ S peri # j.

T72:d.07 Prop. VM e SMtyy, N € SMtyk, P € SMtkr,
(M 15y N) ~(yxry P=M (155 (N “(yk1) P)-
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Dim.: Utilizzando [SKAT] e [SKA4], si ha che:
[ ZjeJMij . Njk | iel, ke K] (JKL) [Pkl ‘ ke K,le L} =

= | Xher ((Xjes Mij*Njk) - Pu)li € Il € L| =

- [Zu,kaxKMij +(Njg - Pu)liel,leL] =
= [ ij |i€]7j S J] (1K) [ZkeKNjk - Pulj € J,1 GL] .

T72:d.08 Prop. VM € SMtyy (11)1 ((11J) M=M e M (1JJ) (11)1 =M.
Dim.: Segue subito da [SKA5], [SKA6], [CKAT] e [CKAS8] come visto in [.11.2.4] e [.11.2.2(b)]

T72:d.09 Prop. <SMt[], (II1)> (]])1> € Mnd.
Dim.: Segue da (a) e (b) x

T72:d.10 Prop. V{MW|t € T} C SMty;, V{N®|uec U} C SMtyk

(1) Zeer M) (1) (50) Luer N™) = (1r0) Ziguperso MY ey N
Dim.: Utilizzando [SKAT7] e [SKA3], si ha che:

[Sier My Vi€ i€ J) k) [Suer Njp'™| j € J k€ K] =

= {ZjeJ ((ZteT Mij(t)) (Duer Njk(u)))|i el ke K} —

= [ZjEJ(Z(t,u)eTXUMij(t) : Njk(u))ﬁ clLkeK|=
= [Z<t,u>eT><U(ZjeJMij(t) N e ke K] =
= (JK) Z(t,u)ETXU [ZjeJ Mij(t) ) Njk(u)|i €elke K] 1

T72:d.11 (SMt(;p), +un, (1), (10, 1nl) € USring.
Dim.: Cid segue da [.11.4.1(d)], (c) e (d)

T72:d.12 Teorema Consideriamo S € SKA e un insieme I. SMt; ; € SKA.
Dim.: Che SMt; ; soddisfi [SKA1], [SKA2],[SKA3],[SKA4],[SKA5],[SKA6], e [SKAT7] lo si & dimostrato
in [.11.4.1(a),(b),(c)] e [.11.4.2(a),(b),(d)] rispettivamente y

T72:d.13 In particolare sono SKA’s SMt,,,, insieme delle matrici n X n con entrate in § € SKA,
LaMt;;, insieme delle matrici quadrate qualsiasi (finite o infinite) di linguaggi.

A queste matrici si applicano tutte le considerazioni generali sulle SKA’s. In particolare tale insiemi
di matrici costituiscono NKA’s, RKA’s e CKA’s ; per esse si possono definire le operazioni + e * e
la relazione <; per esse valgono le formule dimostrate in [.11.1] e [.11.2.6(a)] che interessa soprattutto

nelle seguenti forme.

T72:d.14 Prop. Consideriamo A Cr A, n €N, P,Q € LaoMt,,,.
Le equazioni matriciali X = PX+Q e Y = Y P+ ammettono le soluzioni minime P*Q e QP*.

T72:d.15 Prop. Consideriamo S € SKA, n € N, P € SMt,,,, S € SMt,, R € SMty, e le equazioni:
Z = PZ+R avente incognite in SMt,,1,

W = W P+S avente incognite in SMty,,.

Tali equazioni ammettono le soluzioni minime Z = P*R e W = SP*.

Dim.: Ci si riconduce al caso visto in (b) considerando come @ rispettivamente la matrice aventi n
colonne coincidenti con R ed n righe coincidenti con S. Le soluzioni minime X e Y presentano
rispettivamente n colonne uguali a P*R ed n righe uguali a SP*. Queste forniscono la Z e la W
richieste a
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T72:d.16 Prop. Consideriamo S € SKA, gli insiemi I,J e K =IUJ, A € SMtr;, B € SMt;;,C €

SMt,,D € SMt;; ed M = [g IB)] € SMitxxk.

. [ (A+BD*C)*  A*B(D+CA*B)*
Allora M* = {D*C’(A—kBD*C)* (D+CA*B)*
Dim.: Posto M* = (k g)1+M~+M>*+... = [g IZ;] e utilizzando [.11.1.4(a)] si ha :
E F| _ [unl w0, [A B] [E F
G H| (J[)O (JJ)]. C D G H
e quindi:

() E=l+AE+BG

() F=AF+BH

() G =CE+DG

(IV) H = ;)1+CF+DH

(II) = [11.4.3(c)] = F > A*BH = (IV) = H > 14+CA*BH+DH = H > 1+(CA*B+D)H >
1+(CA*B+D)+(CA*B+D)?’H > --- = M > (CA*B+D)* : (V)

(II) = [11.4.3(c)] = G > D*CE = (1) = E > 1+AE+BD*CE = E > 1+(A+BD*C)E >
1+(A+BD*C)+(A+BD*C)*E > --- = E > (A+BD*C)* : (VI)

(IT), (V) = F > A*B(CA*B+D)* : (VII)
(IIT),(VI) = G > D*C(A+BD*C)* : (VIII)

Si verifica poi che (I), (II), (IIT) e (IV) sono soddisfatte dai secondi membri di (VI), (VII), (VIII) e
(V), cioe che :

(A+BD*C)* = 1+ A(A+BD*C)*+BD*C(A+BD*C)*

A*B(CA*B+D)* = AA*B(CA*B+D)*+B(CA* B+D)".

D*C(A+BD*C)* = C(A+BD*C)*+DD*C(A+BD*C)*.

(CA*B+D)* =1+CA*B(CA*B+D)*+(CA*B+D)*.

e quindi la formula data per M™*

T72:d.17 Coroll.: Siano A, B,C e D come in (a).
A B] [ (A*BD*C)*A*  (A*BD*C)*A*BD*
C D| | (D*CA*B)*D*CA* (D*CA*B)*D*
Dim.: Segue da (a) e da [CKA11] ed & valido, come ogni altra relazione per le CKA’s, per ogni espressione

regolare costituita con matrici conformabili su una SKA

T72:d.18 Coroll.: Consideriamo S € SKA, n € Ned M € SMt,,,,. Le entrate di M* sono elementi di
S dati da espressioni regolari nelle entrate di M.

Dim.: La cosa ¢ ovvia per n = 1 ed (a) applicato al caso in cui I, J e K sono insiemi finiti che fornisce
la formula che consente di passare da SMt,,,, ed SMt,,,, ad SMt,, 1y mtn 1

T72:d.19 Prop. Consideriamo N € NKA ed n € NKA. NMt,,,, € NKA.

Dim.: Consideriamo S € SKA tale che N <,i, S ed SMt,,,. Evidentemente NMt,,,, C SMt,,,, €
CKA ed NMt,,,[+] = NMt,,; [.11.4.4(c)] = NMt,,,,*[*] = NMt,,, e quindi segue 1’asserto i

T72:d.20 Prop. VACrp AedneN : RysMt,, € NKA.
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Dim.: Consideriamo (C,+,-,*,0,1) € CKA, n € N ed CMt,,. Su CMt,, definiamo la somma
e il prodotto nel modo usuale: se M = [M;;li,j = 1,..,n] ed N = [Nyl|i,j = 1,...,n] si pone
M+N = [Mjj+Nijli,j = 1,..,n] ed M-N = [}, Mi;Njxli,k = 1,...,n]; definiamo inoltre la *
chiusura induttivamente su n servendoci della formula data da [.11.4.4(a)] o equivalentemente da
quella data da [.11.4.4(b)]

T72:d.21 Prop. Consideriamo R € RKA ed n € N. RMt,,, € RKA.

Dim.: Interpretando ogni uguaglianza riguardante elementi di RMt,,, come n? uguaglianze tra le loro
entrate, si vede che queste uguaglianze sono valide in ogni SKA e che quindi 'uguaglianza di partenza
vale per tutte le algebre R'Mt,,,, con R’ € RKA ,

T72:d.22 Consideriamo C € CKAed n € N. CMt,, € CKA.
Dim.: Sviluppata in [Conway (1971) pp. 110-115] 4

T72:e. Composizioni dettate da linguaggi

T72:e.01 Consideriamo X Cp A, con X! =k L € Ly ed S € SKA.
Diciamo funzione dedotta da L e riguardante S:

LYUN| g := F(Ey, ..., Ex) B > (BayresEa,)|Ei €57 € {S51—> 8} .

Tay reonian EL

Diciamo funzione dedotta da L il complesso delle funzioni precedenti riguardanti tutte le le SKA’s:

LFUN = USESKALFUN|S/C S USGSKA{SkI—DS} .

T72:e.02 Si noti che dalle diverse espressioni che possono fornire L si ottiene una sola L¥UN: infatti
queste espressioni si riconducono una all’altra in conseguenza degli assiomi [SKA1],...,[SKAT7] validi in
ogni SKA.

Si noti che su LFYN non influisce X ma solo X, cio¢ se L’ € Ly, con Y* = X* & ottenuto associando

LFUN _

biunivocamente i simboli di Y a quelli di X e sostituendoli in L, L'FUN  Quindi per quanto

riguarda LYY non interessa tanto specificare L € Lx quanto L € L.

T72:e.03 Per indicare I'azione di una L¥YN su particolari tipi di SKA’s conviene usare notazioni pilt
particolari cosi LFUN indica la restrizione di LFUN ai linguaggi, cioe LFUN = LFUN| . ¢ {LM— L};

LFUN

useremo poi LPfU" ed LPfu" per indicare rispettivamente la restrizione di alle p-algebre ed alle

b-algebre di operatori additivi sui linguaggi, cioe LPfv" = LEUN| g psxays Lbfun — LEUN| g skay.

T72:e.04 Talora interessano le classi di funzioni dedotte da classi di linguaggi X C L: scriveremo
allora XFUN = [LFUN|[, ¢ X}, XJun = {LFUN| |L € X}, XP/un = [LFUN|  psia|L € X}, e
Xbfun — {LFUN|LBSKA|L S X}

Ad esempio potrebbero interessare L,FUN, P,/ R, P ed F 27" o meglio L,7VN, P, v,
Rkpfun’ ed Fkbfun )
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Mediante I’applicazione %" a partire da classi di linguaggi se ne individuano di nuove. Se Xi, ..., X},
LaieY CL, (Xy,..Xp) Y = {(Xq,..., Xp) YT |X; € X;,V € Y};se X, Y C L (X)Y/um =
{(X1,., Xp)YTh e N X; € X;,Y € Y}

N

T72:.05 Delle funzioni dedotte da linguaggi L¥YYN, sono effettivamente utilizzabili solo quelle in
cui L ¢ fornito da una espressione maneggevole. Cosi si possono effettivamente utilizzare PFUN
ed RFUN ¢ varie funzioni di FFUN

(e 2™y"z")FUN . Ad esempio:

come ad es. (3, . ny#"y")F YN ed alcune altre funzioni come

1) (ab?, b+ba,utab)(pt+aiy+222)7 " =ptab?+abab®+ababab®+-ab?ab®+ab’aba .

fun

pta+b2, b24bab®) (a+y)* (uta2)) " = (B24b*ab*)* = (a+b)*+b(b?)* .

)
3) <a2, b3>(zneN xnyn)fun — ZneN a2nb3n .
) (Faea @ Paea @ Fgea ) ayem)un = (A%)"

T72:.06 Prop. Consideriamo LM € Ly, E;,F; €S i=1,.,k, L< M, E;, <F; (i=1,...k) =

(By, ... Ex)LFUN < (Fy, .. F)MFUN,
Dim.: Discende direttamente da FE; < F; = E-Fy < Fi1-Fy e G; < Hj,j € J = ZjeJ G; <

ZjeJ Hj , valide in ogni SKA e le generalizza 1

T72:e.07 Prop. Consideriamo F; € S€ SKAi=1,...,h,L; €L, j=1,..,led M €L;:
(Byy ooy By (Ly, ooy LYMIe N — (B B LFUN (B, o, B LFUNYMEUN,
Dim.: <E17"’7Ek>(zy51,...,y55€1\/1 Lﬁl‘...‘Lﬂs)FUN =

= Ly, ent (L,

1 ,...,IQTGLﬁl ‘...'L[—js (Eal '-”‘Ear) -

= Zyﬂp---vyﬁsEM <(Zza117...,$aﬂ,l €Lg, EO‘H'-'-'EOtltl ) ce (Z$a7,1,~-7$art7‘€Lﬁr Eau._".EartT)> 1

T72:e.08 Sia L € Ly, .. q,}.-L = (a1, Y AU

T72:f. Costruzioni guidate da un linguaggio

T72:£.01 Vediamo ora come da un linguaggio sopra un alfabeto si possono ricavare per ogni SKA
indicazioni di costruzioni da effettuarsi sopra elementi associati univocamente ai caratteri dell’alfabeto.
In generale si considerano un alfabeto A di k caratteri, il linguaggio L € L4 e l'algebra S € SKA e si
definisce una funzione Lf*"s € {S* — S},

T72:f.02 Cominciamo con le costruzioni guidate da un linguaggio polinomiale su tre lettere molto
semplice, P :=pu+ab+ab’c.

Nel caso S = Lng si definisce P/“"irs come la funzione che alle stringhe i, a e b associa
{u, a, by PT"" =p+ab+ab?c.

Ai linguaggi L, Ly, L. P/""t»s associa il linguaggio (Lg, Lb,Lc>Pf“”L"g :u+LaLb+LaLb2LC.

Per una generica S € SKA e per tre suoi elementi S,, Sy, S. € S si chiede la costruzione dell’elemento
di S: (S, Sp, Sc)Pfums = 1+45,5,+85,5,S..
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MATeXp — Teorie di riferimento

T72:£.03 Questo procedimento interessa particolarmente per le algebre di operatori sui linguaggi: si
tratta di comporli secondo le indicazioni del linguaggio.

Dato che per le SKA di operatori si possono utilizzare due diversi prodotti, p-prodotto e b-prodotto,
occorre distinguere quale di queste operazioni si usa. Di conseguenza si distinguono le due funzioni del
tipo fu"s denotate, rispettivamente, con Pfun e bfun

Nel caso del linguaggio P si hanno i due esempi:

<<w, z), (B, F), <u,v>+(L,M>**>pr“” = 1+(w, 2)-(E, F)+{(w, 2) (E, F)(E N F)*“P-({u,v)+(L, M)).
{(w,z), (E, F), (u,v)+(L, M)**)P?Tv" == 1+(w, z) : (E, F)+(E?, F?) : ((u,v)+(L, M)**).

T72:£.04 Le funzioni 7%"s pil usate sono quelle in cui il linguaggio guida & razionale: una espressione
razionale che lo genera da molto chiaramente la modalita di composizione degli elementi di S ed in
particolare degli operatori.

T72:£.05 Dato L € Lg, ..qp3 L =2 Toy o Tay,, data S = (9,3°,0,0,1) € SKA, definisco
(S1y ey Sp) LI = Yo aner Sar ©-..® Sa, e questo definisce la funzione associata ad L. Il risultato
¢ un elemento di S. L/ € {S* — S}.

Taqy,oTap €L

T72:.06 Dato E =3 _, 2"y", data S € SKAea,f €S : (o, BYETU =3 o™ © ™.

Consideriamo la b-algebra degli operatori e due suoi elementi (a, b?), (ab®+a, a); si pud definire il nuovo
operatore:

({a,b?), (ab®+a,a))EPT =3 ((a,b?) : (ab*+a,a)") =3, (a™(ab*+a)", b*"a™).

Le varie componenti di questo testo sono accessibili in http://www.mi.imati.cnr.it/~valberto
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