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116 0.01 T1I processo di passaggio al limite si applica a una grande varieta di oggetti matematici,
sostanzialmente varieta di funzioni.

Il passaggio al limite & stato incontrato in B35 per le successioni e per le serie di numeri razionali,
in B36 trattando le funzioni a valori razionali, in B42 per una introduzione dei numeri reali e in B46
studiando gli spazi metrici.

Nel seguito avremo modo di incontrare i limiti di molti altri oggetti.

Qui, proseguendo lo studio delle funzioni-RtR, le funzioni di una variabile reale a valori reali, si
introducono i vari tipi di passaggi al limite che si possono loro applicare ampliando le argomentazioni
e i risultati ottenuti in B37.

Le pagine che seguono intendono esporre le costruzioni dei limiti in modo autonomo e completo e si
propongono di presentare un buona corredo di esempi.

Inizialmente i limiti sono introdotti con le cosiddette disuguaglianze (¢,d) riguardanti codominio e
dominio della funzione distinguendo i vari casi dei valori delle variabili dipendente e indipendente al
finito e/o all’infinito.

Successivamente si da al complesso delle definizioni una veste pitl unitaria attraverso la nozione di
intorno applicata alla retta reale completata o alla compattificata considerate come gli ambienti piu
opportuni per il dominio e per il codominio delle funzioni da esaminare.

In tal modo si riesce a ricondurre la nozione di limite di una successione di numeri reali a quella
di limite per le funzioni-RtR e ci si avvicina alla piu generale nozione di limite che viene formulata
attraverso nozioni topologiche.

Nella parte finale si discute in quale misura la definizione astratta di limite puo tradursi in procedimenti
effettivi.
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116 a. limiti al finito delle funzioni reali

116 a.01 In questo capitolo faremo spesso riferimento alle liste che abbiamo chiamato quaterne-fDAx
delle funzioni-RtR [115a03], cio¢ a quaterne della forma (fu(z), Do, Aq, 2o) , dove fo(z) & una funzione
del genere [ R — R D, := dom(f,) & il suo dominio, A, := Adrn(dom(f«)) & I'insieme dei suoi
punti di accumulazione e zo uno particolare di tali punti.

Per una funzione-RtR f,(x) in genere sard necessario distinguere se D, e A, sono sottoinsiemi di R,
ossia se sono costituiti solo da numeri reali al finito, oppure se sono da collocare nell’insieme dei reali
ampliato R ; := RU{—o0, +o0} = ‘R in modo da includere +o00 e —oo tra i possibili elementi del
dominio, del codominio e dei rispettivi insiemi dei punti di accumulazione, oppure se sono da vedere
entro I'insieme dei reali compattificato. R := RU{oc}; ; qui compare l'entitd oo che colloquialmente
possiamo introdurre come “fusione di —oo e 400.

Seguendo il primo punto di vista, che associamo alla scrittura POV(R), consideriamo soltanto funzioni
con dominio e codominio limitati e quindi ci serviremo solo di intervalli finiti, intervalli con entrambe
le estremita in R.

In generale se U denota un insieme illimitato, per segnalare che E ¢ un suo sottoinsieme limitato
scriviamo FE Crquq U.

In particolare caratterizziamo le funzioni-RtR f(z) con dominio e codominio limitati scrivendo
dom(f) Cria RxR.

Quando si adotta il punto di vista dell‘insieme dei reali ampliato, che caratterizziamo con la scrittura
POV( R ), potremo servirci anche di intervalli illimitati, aventi estremita costituita da —oo o da +oo
sia per la variabile indipendente, che per la dipendente.

Per il punto di vista dell'insieme dei reali compattificato useremo la scrittura POV(R)

Nella prima sezione del capitolo ci limitiamo al POV(R), nella seconda allargheremo il discorso al
POV(R ;) e al POV(R).

Occorre aggiungere che in talune circostanze risulta opportuno fare riferimento all'insieme dei reali
ampliato e compattificato R := RU {—o0, +00, 00}.

Osserviamo anche che per molte situazioni specifiche sara importante distinguere per ciascun punto di
accumulazione del dominio D,, della funzione f,(x) se appartiene o meno al suddetto D,.

116 a.02 Consideriamo una quaterne-fDAx (f(z), D, A, zo).
Defin. Si dice che al tendere di @ € D al valore x la funzione-RtR f(z) tende al limite finito Y, o che

converge a tale Y, e si scrive

(1) lim f(z) =Y,

Tr—xTo

sse a ogni € reale positivo (idap) si puo associare un reale positivo § = §(e) tale che
2) V:re((xo—é,:vo—i—é)ﬂD)\{mo} D f@) Y] <e.

Il parametro € della definizione si puo chiamare scostamento dei valori della funzione consentito dal limite.
Dall’arbitrarieta del parametro € presente nella definizione segue una proprieta che si puo chiamare
illimitato avvicinamento al limite Y dei valori assunti dalla f(x), avvicinamento che enunciato dalla defi-
nizione garantisce potersi migliorare illimitatamente mediante una adeguata diminuzione del parametro

J.
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La definizione precedente, si puo riesprimere con metafora cinematica, dicendo che quando la variabile
x, che pensiamo mobile, si avvicina progressivamente ad z(, cioe quando procede ad assumere valori
sempre piu prossimi ad zp, ma rimanendo diversa da tale ascissa, allora i valori della f(x) diventano
prossimi a Y quanto si vuole (eventualmente coincidendo con Y').

116 a.03 (1) Prop.: Per ogni funzione reale costante 7! e per ogni z( reale si ha 11520 gt =g
Dim.: Infatti per qualsiasi € € Ry accade che per ogni § € R, si ha
Vi € ((xo—é,xo+5)ﬂD> \{zo}  1f(z) =7 =0< ey
(2) Prop.: Per ogni intero positivo n e per ogni xg reale si ha
lim 2" = zo"
T—xTo
Dim.: Si osserva che [2" — 20"| = |z —ao|- 2"+ 2" Pag+ -+ ral 4 zo"

In relazione a un arbitrario ¢ € Ry (idap), occorre individuare un 6 € R che soddisfi la a02(2).
Per questo introduciamo il reale positivo

_ . _ o+ 6 sse x>0
T = ||+ 6 ossia T = 0 0=".
|zo — 0]  sse <0
Si osserva che Vi=0,1,...n—1 | |2" "2 1| <7"! e quindi

lz" — x| < |z —a0|-m-T"T.

Quindi se assumiamo § := 7 abbiamo [z — 20" < € e di conseguenza l'asserto

n-x"

116 a.04 Come vedremo della definizione in a02 si possono considerare parecchie varianti. Per rendere
piu scorrevoli le considerazioni che le riguardano conviene introdurre altri termini e notazioni.

Un insieme della forma (a,b )\ {zo} con a,z9,b € R e a < z¢ < b verra detto intervallo perforato.
Un intervallo perforato della forma (zg — d,29 +0) \ {zo} con zp € R e d € Ry verra detto intervallo
perforato simmetrico di z( e verra denotato con IntvPS(zg,9).

Una versione meno generale della definizione in a02, ma un po’ piu semplice da utilizzare in molte
situazioni comuni riguarda quaterne-fDAx (f(x), D, A, x¢) nelle quali f(z) risulta definita almeno in
un intervallo perforato simmetrico IntvPS(xg, A). Per una tale quaterna-fDAx si puo dare la seguente
definizione (o proprieta)

(1) lim f(z) = ¥ <= VeeR, : | 35€(0,A) J Va € IntvPS(zo,6) : |f(z)—V]<e | .

Tr—x9

116 a.05 Talora conviene assumere 'atteggiamento opposto a quello della variante precedente per
rendere disponibile una definizione di limite piu versatile di quella in a02.

Definiamo intorno-i [bilaterale] del valore o ogni sottoinsieme di R che contiene un intervallo aperto al
quale appartiene xzg. La specificazione -i ricorda la presenza di un intervallo.
Questo consente di riformulare la definizione di limite in termini piu geometrici.

(1) Defin.: Si dice che la funzione-RtR f(z) tende al limite Y € R per x tendente a xg € Adrn(D)
con D := dom(f) sse per ogni ¢ € Ry (idap) esiste un intorno di zy V' = V/(e) tale che Vz €
VnD ! |flz)-Y|<e.

Esplicitiamo ’equivalenza di questa definizione con la a02(1).
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Da un lato l'ultima definizione & piu esigente da quella data in precedenza, in quanto riguarda la
totalita degli intorni di xg, oggetti piti generali degli intervalli richiesti da a02(1) e quindi a05(1) =
a02(1) .

Dall’altro se la conclusione & garantita dalla totalita degli intervalli dalla prima definizione, ciascuno
degli intorni di z¢ deve contenere un intervallo; quindi a02(1) = a05(1) .

116 a.06 Il passaggio al limite si pud considerare come un tentativo di costruzione senza garanzia
di successo da applicare a una coppia-fx < f (gc),ano>7 nella quale f(z) ¢ una funzione-RtR e z( €
Adrn(dom(f)), ossia & una ascissa nell’aderenza del suo dominio .

Dopo aver visto alcuni casi di esistenza del limite, ¢ quindi opportuno vedere alcune coppie-fx, ossia
coppie ( funzione , punto di accumulazione del relativo dominio ), per le quali la costruzione fallisce.
Prima di questo conviene dare una ulteriore variante della definizione del limite lim f(z) formulata in
I—>$)
termini di oscillazione della funzione in intervalli perforati simmetrici IntvPS(z,d) via via piu stretti.
A questo proposito ricordiamo la definizione di oscillazione
Vf(z) € FunRtR, SCR oscl(f(w),S) = sup (If (z1) = f(z2)])
z1,x2€Sndom(f)
(1) Prop.: 3 lim f(z) <= lim oscl(f(x), IntvPS(ch,é)) =0.
T—TQ d—0
Dim.: L’equivalenza segue dall’applicazione delle definizioni y

Conviene esplicitare anche la proposizione equivalente ottenuta dalla negazione dei due enunciati equi-
valenti in (1), in quanto direttamente invocabile per escludere l'esistenza di un limite.

(2) Prop.: /Hmli_>nq}0 flz) = %g% oscl(f(a:)7 [zo — 9,20 + 5]) #01

116 a.07 Consideriamo la funzione |'— R, B l —‘I e o = 0 punto di accumulazione del suo dominio
Ry.. 1 ;

Non esiste il limite glclg%) ;: infatti 'espressione o per z > 0 fornisce valori positivi arbitrariamente
grandi, mentre per z < 0 fornisce valori negativi arbitrariamente grandi in modulo; quindi si ha

2
lim oscl(f(x), IntvPS(xo, 5)) = — , cioe si ricade nella situazione di a06(2)
6—0 1)

Considerazioni analoghe conducono alla non esistenza del limite per x — 0 per la funzione sign(x) e
la non esistenza dei limiti lim mant(z), per ogni n intero.
Tr—n

116 a.08 Esplicitiamo alcune prime semplici proprieta della costruzione passaggio al limite.

(1) Prop.: (unicita del limite di una funzione) Consideriamo una terna-fxS (f(z),z0,S) composta da:
funzione-RtR f(x), un punto del suo dominio zy e un suo sottodominio S.
Questa funzione non puo tendere a due limiti diversi; formalmente

lim f(z)=Y1, 1i_>m fle)=Yy con Y, Y5eR = Y =Y;.
xr o

T—rTo

Y1 - Yo
2

Vxe([x0—5,xo+5)ﬁD)\{xo} Cf(@) - Y| <e, |f(z)—Ya| <e.

Dim.: Se fosse Y7 # Y5, preso € := , si troverebbe un ¢ = §(e) tale che

Di conseguenza |f(z) — Y1 — (f(z) — Y2)| = |Y1 — Ya| < 2€ = |Y1 — Y|, disuguaglianza che, a causa
dell’arbitrarieta di €, nega la possibilita della Y7 # Y3
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(2) Prop.: Se lim f(z) = Y #0, allora esiste un intorno V di z¢ tale che in VN D la f(x) assume
T—T0o
valori dello stesso segno di Y.

Dim.: In caso contrario per ogni § € R, si avrebbe una ascissa T € DN (zo — d , xo + J) per la quale
si avrebbe |f(Z) — Y| > |Y], contro la proprieta tendere a 0 dell’oscillazione al tendere della = a xq s

116 a.09 Prima di proseguire conviene richiamare altre due dualita da accostare alla dualita-UD e alla
dualita-UD generalizzata introdotte in 112c02 e 112c04.

Ricordiamo che per dualita-LR intendiamo la dualita associata alla riflessione del piano R x R rispetto
all’asse Oy, ossia alla biiezione Mirroy = fzeRP —21.

Diciamo inoltre dualita-LR generalizzata la dualita derivante dalla riflessione del piano R x R rispetto a
una qualche retta verticale z = %, ossia derivante da una biiezione della forma [z e R W 22—z .

1 1
(1) Prop.: Sia g € Ry; lim — = —.
T—=T0 T To

Dim.: Le condizioni per la validita della relazione precedente possono ridursi ad individuare per ogni €
un 6(e) € (0,x0/2) tale che
1

1
(%) x0—6<x<xo+5:>’—
T i)

|z — o] -
T Xo

<€ €.

|x — o] )
———— <€ equestadalla —— <e.
€ e qu 72 €

Quindi basta assumere d(e) = 3 exo? per garantire la validita della (), relazione che caratterizza il

L’ultima disuguaglianza ¢ assicurata dalla
(zo — 0) o

limite enunciato g
Per dualita-LR si puo ottenere I'uguaglianza precedente per ogni zg € R_ e quindi la relazione

1 1
(2) Vg €R,, ¢ lim — = — .
T—xo T ZTo

116 a.10 Generalizziamo quanto provato nel paragrafo precedente.

1 1
(1) Prop.: consideriamo m = 2,3,4,...e xg € Ry; lim — = — .
z—xo ™ o™

Dim.: Per dimostrare ’enunciato cerchiamo ancora di associare ad un arbitrario ¢ € Ry un d(e) €
(0, z0/2) tale che
1 1 |[x™ — 0™

— — —| <€ — ——<e€.
m

* ro—0<zr<zg+6 =
() 0 0 x xo™ xo™ ™

Sviluppando l'ultima espressione si giunge alla disuguaglianza

m—1
§ : 7, m—t1—1
g T

|z — 2o L <.
oM ™

Trasformiamo ora questa disuguaglianza in una piu semplice ma piu stringente e in grado di assicurare

quella richiesta. Per questo basta aumentare il numeratore sostituendo ogni xg con xg 3 e ridurre il

. . . To . . .
denominatore sostituendo ogni zy con EX in modo da avere la disuguaglianza

oo

<e€.
-7702m am

x — To|
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Dato che 2y ed m non sono influenzati da e, basta assumere

$02m om
- €
3 m—1
-1 Z
(m )[xo 2}

per rendere soddisfatta la disuguaglianza che garantisce il limite enunciato a

0 <

Per dualita-LR si ottienere I'uguaglianza precedente per ogni x¢ € R_ e quindi la relazione

1 1
(2) Vo € Ry, ¢ lim =—.

T—xg xﬂ’L xom
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116 b. limiti da sinistra, da destra, per difetto, per eccesso

116 b.01 Talora risulta utile associare alle quaterne -fDAx (f(z), D, A, zo) anche due costruzioni con
obiettivi piu ridotti di quello della richiesta lim f(z) =7 , ma che possono avere successo in casi in
Tr—rT0o

cui la suddetta richiesta fallisce: si tratta del passaggio al limite da sinistra e del passaggio al limite
da destra, due costruzioni per le quali si prendono in considerazione, risp., solo intorni a sinistra e solo

intorni a destra del punto di accumulazione xg.
Si dice che la funzione f(x) al tendere da sinistra di + € D al punto z( tende al limite finito Y e si scrive

lim f(z) =Y

T—To—

sse per ogni € reale positivo (idap) si puo trovare un reale positivo 6 = J(¢) tale che
Ve € (xo—d,z0)ND © |f(x)-Y]|<e.
Si dice che la funzione f(z) al tendere da destra di z € D al punto zg tende al limite finito Y e si scrive

lim f(z)=Y

T—xo+

sse per ogni € reale positivo si puo trovare un reale positivo § = d(e) tale che
Ve € (zo,z0+0)ND @ |f(zx)-Y|<e.

Quando occorre distinguere la costruzione di un limite da quella del limite da sinistra e/o da quella
del limite da destra, questi due vengono chiamati limiti unilaterali, mentre il primo viene chiamato limite
bilaterale.

116 b.02 Chiaramente tra la costruzione del limite da sinistra e quella del limite da destra sono collegate
dalla dualita-LR.

Evidentemente se a una funzione e a un punto di accumulazione del suo dominio si pu® associare un
limite Y, allora esistono sia il limite da sinistra che quello da destra e questi coincidono con Y.

Viceversa se una funzione possiede sia il limite da sinistra che quello da destra, essa possiede il limite
bilaterale sse i due suddetti limiti coincidono.

Consideriamo la funzione h(x) := |x—‘ definita in R, (e ivi coincidente con la funzione sign(z)); si
x
trova lim h(z) =—1 e lim h(z) = +1; quindi non esiste lim h(z) .
x—0— x—0+ x—0
Consideriamo la funzione g(x) := |z] definita su tutto R; lim g(z) =0 , lim g(z) =1 ; quindi
r—1— r—1+
non esiste il_)ml g(x).
Piu in generale per ogni n € Z abbiamo lim g(z) = n—1 e lim g(z) = n; quindi per ogni

T—n— T—=n+
n € Z non esiste lim g(z) .
r—n

116 b.03 Introduciamo ora due precisazioni per la determinazione del limite al finito di una funzione-
RtR f(x) riguardanti la possibilita di stabilire se la funzione quando la variabile tende a un punto
di accumulazione del dominio da sinistra si avvicina al limite presentando valori in eccesso oppure
assumendo valori in difetto.

Si dice che la f(x) per  — xo— tende dal basso o tende per difetto al limite Y e si scrive

(1) lim f(x) =Y,

r—xo—
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sse a ogni € reale positivo (idap) si puo associare un reale positivo § = d(e) tale che
(2) Vxe((xo—&mo)ﬂD) D 0<Y - f(z)<e.

La definizione duale-UD ¢ la seguente. Si dice che la f(z) per © — zo— tende dall’alto o tende per
eccesso al limite Y e si scrive

(2) lim f(z)=Y+,

T—To—

sse a ogni € reale positivo (idap) si puo associare un reale positivo § = d(¢) tale che
(2) Vxe((mo—é,xo)ﬂD> L 0< f(z)—Y <e.

Alcuni esempi: Vm € N:  lim 2" =0— ;¥YmeP: lim —2*" =0—.
z—0— r—0—

116 b.04 Evidentemente puo essere utile anche la distinzione duale-LR della precedente, ossia la di-
stinzione tra limite per la variabile tendente da destra per eccesso e limite per la variabile tendente da
destra per difetto.

Si dice che la f(x) per  — xo+ tende per difetto al limite Y, e si scrive

(1) lim f(x) =Y,

T—xo+

sse a ogni € reale positivo (idap) si puo associare un reale positivo 6 = d(¢) tale che
(1) Va:E((zg,x0+5)ﬁD) L 0<Y — f(z) <e.

Si dice che la f(z) per x — o+ tende per eccesso al limite Y e si scrive

(2) lim f(z) =Y+,

T—=To+

sse a ogni € reale positivo (idap) si pud associare un reale positivo 6 = d(e) tale che

(2) Vxe((xo,x0+6)ﬂD) S0 fz)-Y <e.
Alcuni esempi: lim cos z =1—; lim sin z = 0+ .
z—0+ z—0+

116 b.05 La tendenza per difetto e la tendenza per eccesso si possono introdurre anche per i limiti
bilaterali delle funzioni-RtR.

Si dice che la f(z) per  — x( tende per difetto al limite Y € R e si scrive

T—To
sse a ogni € reale positivo (idap) si pud associare un reale positivo 6 = d(e) tale che
2) VxG((xo—é,xo—i—&)ﬂD)\{xo} L 0<Y — f(z) <e.
Si dice che la f(x) per  — x( tende per eccesso al limite Y € R e si scrive

(3) lim f(z) =Y+,

T—T0o

sse a ogni € € Ry (idap) si pud associare un reale positivo § = §(e) tale che
(4) Vxe((xo,xo+5)ﬂD)\{wo} L 0< flz)—Y <e.

Alcuni esempi: lim exp(—xz?) = 1— ; lim cosh 2 = 0+ .
z—0 z—0
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Chiaramente valgono le seguenti equivalenze (duali-UD)

) Jim f@) =Y~ < lm f@)=Y- A lm fl@)=Y - .
© Jim fl@)=Y+ = lm fl@)=Y+ A lim fl@)=Y+ .

116 b.06 Alla definizione data in a02 dell’enunciato
(%) lim f(z) =Y,

T—rT0

ed alle sue varianti date negli ultimi paragrafi precedenti, va attribuito carattere puntuale, in quanto
riguardano i punti zy e Y da collocare, risp., sull’asse Ox e sull’asse Oy.

Conviene individuare anche un’altra variante della definizione (), definizione equivalente che concerne
due intervalli, nel primo dei quali si trovano i valori della variabile indipendente e nel secondo i valori
che viene assumendo la variabile dipendente. A questa variante va attribuito il carattere locale.

Affermare la validita della (x) equivale a dire che ad ogni € € Ry e all’intervallo per la variabile y
J:= (Y — ¢, Y + ¢€) si puo associare un intervallo perforato per la variabile z

[(€) := IntvPS(Xo,0) = (g — 0,29 + 0) \ {xo} con § = (e) € Ry
tale che trasformando tale | mediante la f si ottiene un sottoinsieme f(I\ {zo}) C J.
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116 c. limiti all'infinito delle funzioni reali

116 c.01 Introduciamo ora altre costruzioni di limite per funzioni-RtR che prendono in considerazione
come valori della variabile indipendente e/o come valori della variabile dipendente gli oggetti —oo, 400

e 0o che si collocano dell’insieme dei reali arricchito R = RU {—00, 400,00} .
E inoltre opportuno riferire alcuni enunciati all’insieme dei reali ampliato R ; = RU{—o0,+00} e
all'insieme dei reali compattificato R = RU {oo} .

Anche tra le costruzioni di limite che seguono si individuano vari collegamenti interni assicurati dalla
dualita-UD e dalla dualita-LR.

Anche per queste costruzioni facciamo riferimento a quaterne-fDAx della forma

(f(z),D,A,zo) con D:=dom(f),A:=Adrn(D)ezecA.
116 c.02 Iniziamo con due costruzioni di limiti per funzioni-RtR che conducono, risp., all’elemento —oo
e all’elemento +oo di R ;. Queste due costruzioni sono collegate dalla dualita-UD.

Si dice che la funzione f(z) al tendere di 2 € D al punto xg € A diverge a —oo o tende a —oo, e si scrive

(1) lim f(x) = —oo .

a0
sse a ogni K reale positivo (idag) si puod associare un reale positivo § = §(K) tale che

2) Vi € ((mo — 8,20+ 0) N D) \{zo} 1 flz) < K .

Si dice che la funzione f(x) al tendere di z € D al punto x( diverge a +00 o tende a +00, e si scrive
2 Jim f(x) = oo

sse a ogni K reale positivo (idag) si puo associare un reale positivo § = 0(K) tale che

(2) Vr e ((xo —5,1:0—1—5)0D) \ {zo} : K < f(z) .
Esempi:  lim — — . VaeR : lim-——— =
semple lig 2y = 0§ VacR ! lm ooy = o
1
VmeP ! lim—— = 4o00.
z—0 2™

116 .03 Introduciamo anche una costruzione meno stringente: si dice che la funzione f(z) al tendere
di z € D al punto zy € A tende a oo o diverge a oo, e si scrive

(1) lim f(z) =00 sse lim |[f(x)] =+o0,

Tr—rTo Tr—rTo

cioe sse per ogni K reale positivo (idag) si pud trovare un reale positivo § = §(K) tale che

2) Vace((xo—é,xo—i-é)ﬂD)\{xo} LK < |f(x)] > .
3 . 1 . . —2m-+1 4
Esempi: lim — = oo ; VmeP | limzx = o0 ; lim tan z = o0 .
z—0 T z—0 z—7/2

Si osserva che nelle situazioni presentate in c02, c04 e c04 accade che xg € D .
E inoltre evidente che

(3) lim f(z) =400 V lim f(z) = -0 <= lim f(z) = .

Tr—rxo T—To Tr—xo
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116 c.04 Anche per le costruzioni di limiti divergenti all’infinito per la variabile tendente a un reale

finito si possono introdurre le varianti unilaterali.

Si dice che la funzione f(z) al tendere di € D al punto xg da sinistra // da destra tende (o diverge)
a +00 e si scrive

dm, 1) = 4o

sse per ogni K reale positivo (idag) si puo trovare un reale positivo § = §(K) tale che per tutti gli
x € (xog — 0,20) N D // per tutti gli « € (zg, 20+ )N D siha K < f(z) .

Si dice che la funzione f(z) al tendere di € D al punto zg da sinistra // da destra tende (o diverge)
a —oo e si scrive

lim f(z) = —o0,

r—xot
sse per ogni K reale positivo (idag) si puo trovare un reale positivo § = §(K) tale che per tutti gli
x € (xog — 0,29) N D // per tutti gli « € (zg,x0 + )N D siha f(z) < —K .

Si dice che la funzione f(z) al tendere di x € D al punto z( da sinistra // da destra tende (o diverge)
a oo e si scrive

lim f(z) = oo,

rx—xot

sse per ogni K reale positivo (idag) si puo trovare un reale positivo § = §(K) tale che per tutti gli
x € (zo — 0,0) N D // per tutti gli x € (zo, 20+ )N D siha K <|f(z)| .

Sono evidenti i collegamenti tra queste definizioni stabiliti dalla dualita-UD e dalla dualita-LR.

116 c.05 Chiameremo predicati multiconnettivi gli enunciati formalizzati nei quali compaiono piu connet-
tivi logici.
Le definizioni precedenti e tutte le altre presentate in questo capitolo si possono esprimere in modo

conciso con predicati multiconnettivi.

Alle definizioni in c03 e in c04 corrispondono i seguenti enunciati formalizzati:

zgg_f(a:) = -0 sse VKeR, ! Ry3§K) | z€(xo—68z)ND = f(r)<-K.
x£¥;+f(a:) = —00 sse VKeR, ! Ry 246K) Y z€(zg,20+0)ND = f(z)<—-K.
zl}g&_f(x) = 4o sse VKeR, | R.3§K) | z€(zp—3d,z0)ND = K< f(z).
wl};r;+f(x) = —00 sse VYKeER, ! Ry3§K) [ € (zo,z0+0)ND = K< f(z).
zggl)if(x) =00 sse VKeR, ! Ry3§K) Y z€(xo—5z)ND = K <|f(x).
Tg{ﬂréJrf(m) = -0 sse VKeR, ! Ry3§K) Y ze€(xo,z0o+d)ND = K <|f(z)].

(7) Eserc. Scrivere i predicati multiconnettivi che traducono concisamente le altre definizioni di limiti
trattate nei paragrafi precedenti.

116 .06 Alcuni esempi.

lim — = 4o ; lim — = — ; YmeP . lim ——— = — ;
z—0+ T ’ z—0— I ’ z—0— g2m+l ’
. 1 . .
VmeP I lim — = 400 ; lim tanz = —o0 ; lim tan x = 400 .
z—0— p2m T——7/2— T /2—
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. _ 1 . . .
Consideriamo un m € N e la richiesta hn}J g — ? ; possiamo dire che questo limite non esiste se si
z—0

mentre vale oo se si opera in R. Considerazione analoga per lim tan z 7 .

opera in R
TG

+1

Pilt in generale per tutte le coppie-fx (f(z),zo) per le quali si & trovato che limi f(xz) = 4oo oppure
rT—rT0o

che lim f(x) = Foo ecisichiede lim f(z) = 00 ?.
rz—xot T—T0

Possiamo dire che lim non esiste se ci si colloca in R
T—T0

i, mentre esiste se si opera in R.

Considerazioni analoghe si possono enunciare per molti limiti unilaterali.

116 c.07 Costruzioni di limiti si introducono anche per funzioni-RtR che hanno domini illimitati in
corrispondenza di valori della variabile indipendente illimitatamente elevati, in positivo, in negativo o
in modulo.

La prima distinzione tra queste funzioni vede da una parte funzioni che a un crescere illimitato della
variabile assumono valori che si avvicinano ad un reale finito e dall’altra funzioni che assumono valori
che a loro volta sono illimitatamente elevati, in positivo, in negativo o in modulo.

Per queste considerazioni puo essere utile considerare che —oo e 400, i cosiddetti punti all’infinito della
retta reale, hanno il compito di fare da punti di accumulazione per gli insiemi di numeri reali, risp.,
illimitati inferiormente e illimitati superiormente.

Diciamo intorno di —oo ogni insieme di reali che contiene un intervallo della forma (— oo, H) per qualche
H reale. Diciamo dualmente-LR intorno di +oco ogni insieme di reali che contiene un intervallo della
forma (H,+o0) per qualche H reale.

116 c.08 Diamo ora le definizioni dei limiti finiti di funzioni-RtR con dominio illimitato in positivo, in
negativo o in modulo.

Consideriamo una terna-fDA (f(z), D, A) con il dominio D illimitato inferiormente.

Si dice che la funzione f(x) al tendere di x € D a —oo tende al limite finito Y ovvero converge al limite
finito Y e si scrive

lim f(z) =Y,

Tr—r—00
sse per ogni € reale positivo (idap) si pud trovare un numero reale H = H(e) tale che per tutti gli
x€(—o0,H)N D si ha
[f(z) Y] <e.
Consideriamo il caso duale-LR del precedente: si abbia una terna-fDA (f(x), D, A) con il dominio D
illimitato superiormente.

Si dice che la funzione f(z) al tendere di z € D a +oo tende al limite finito Y e si scrive

lim f(z) =Y,

xr—+00
sse per ogni € reale positivo (idap) si puo trovare un numero reale H = H(e) tale che per tutti gli
z € (H,+0)ND siha |f(z)-Y|<e€ .
Consideriamo una terna-fDA (f(z), D, A) con il dominio D illimitato superiormente in modulo.

Si dice che la funzione f(z) al tendere di z € D a oo tende o converge al limite finito Y e si scrive

lim f(z) =Y,

T—00
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sse per ogni € reale positivo (idap) si puo trovare un numero reale H = H(e) tale che per tutti gli
z € ((—o0, H)U(H,+00)) N D siha [f(z)-Y|<e .

116 c.09 Dei limiti precedenti si possono considerare le varianti piu esigenti che riguardano il tendere
dei valori della funzione verso il limite per eccesso o dall’alto, oppure per difetto o dal basso.

Vengono cosi introdotti altri sei tipi di costruzioni caratterizzate dalle scritture

(1) lim = Y- , lim = Y- , lim = Y- ,
T—r—00 r—r+00 T—00

(2) lim = Y+ , lim = Y+ , lim = Y+
T——00 T—>+00 T—00

116 c.10 Consideriamo ora terne (f, D, A) con il dominio illimitato inferiormente e/o superiormente e
che presentano valori anch’essi illimitati.

Si dice che la funzione f(x) al tendere di € D a —oco tende a —oo, ossia diverge a —oo, e si scrive

lim f(z) = -0,

Tr—r—00
sse per ogni H reale positivo (idag) si pud trovare un numero reale K = K(H) tale che per tutti gli
x€(—oo,—K)NDsiha f(z)<—-H .
Si dice che la funzione f(x) al tendere di € D a —oco tende a 400, ossia diverge a +oo, e si scrive

lim f(z) = 400,

Tr—r — 00
sse per ogni H reale positivo (idag) si puo trovare un numero reale K = K(H) tale che per tutti gli
z€(—o0o,—K)NDsiha H< f(z) .
Si dice che la funzione f(z) al tendere di € D a +o0 tende a —co, ossia diverge a —oo, e si scrive

lim f(z) = -0,

T—r+00
sse per ogni H reale positivo (idag) si pud trovare un numero reale K = K(H) tale che per tutti gli
z € (K,+o0)NDsiha f(zx)<—-H .
Si dice che la funzione f(x) al tendere di € D a +oo tende a 400, ossia diverge a +0o, e si scrive

lim f(x) = 400,
T—r+00

sse per ogni K reale positivo (idag) si puo trovare un numero reale K = K(H) tale che

Ve € (K,+o0)ND © H< f(z).

116 c.11 Vediamo ora i limiti che corrispondono al tendere di x a oo che divergono a —oo, oppure a
400, oppure allo stesso oo.
Si dice che la funzione f(x) al tendere di z € D a oo tende a —oo, ossia diverge a —oo, e si scrive

lim f(z) = —o0,

Tr—r00

sse per ogni H reale positivo (idag) si pud trovare un numero reale K = K(H) tale che per tutte le
z € ((—o0,—K)U(K,+00))NDsiha f(z)<—-H .
Si dice che la funzione f(x) al tendere di z € D a co tende a 400, ossia diverge a +oco, e si scrive

lim f(z) = 400,

T—r 00
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sse per ogni H reale positivo (idag) si pud trovare un numero reale K = K(H) tale che per tutte le
z € ((—o0,—K)U(K,+00))NDsiha H< f(z) .

Si dice che la funzione f(x) al tendere di € D a oo tende a co, ossia diverge a oo, e si scrive

lim f(z) = oo,

T—00

sse per ogni K reale positivo (idag) si puo trovare un numero reale K = K(H) tale che per tutte le
z€ ((—o0,—K)U(K,+00)) NDsiha H<|f(z)| .

116 c.12 Forse conviene osservare esplicitamente che non ha senso introdurre le distinzioni tra il tendere
per valori per difetto o per eccesso a +oo. Infatti se si ha divergenza a —oo si tende per eccesso, se si
ha divergenza a +oo si tende per difetto.

Il caso della divergenza a oo puo considerarsi la costruzione rispetto alla quale la divergenza a —oo e
la divergenza a +oo costituiscono due varianti piu stringenti e contrapposte.

Si puo anche dichiarare che le costruzioni lim e lir}rl sono le varianti unilaterali della costruzione
a—r—00 a—r+00

bilaterale lim .
a—r o0

Queste considerazioni conviene vederle considerando le funzioni-RtR come sottoinsiemi di R x R .

116 c.13 (1) Prop.: Per ogni intero positivo n e per ogni xg reale si ha lim 2" = 400 .

xr—+00
- . /3, 1

Dim.: Fissato € € Ry, definiamo d(¢) := min 3 ¥0” 65 %o
Introduciamo poi U'intervallo perforato simmetrico I := (z¢—0,20+9)\{zo} e per z € I la differenza

1 1 —

da) = |2 L] o ol
€T ZTo T o
1 1 20 26 84
Abbi 11 I d(z) < — = = <
iamo allora Vz € () < P x0+5’ x02—52<x02(1—1/4) 3x02*“
(2) Prop.: Se per la funzione-RtR f(x) vale larelazione lim f(x) = +oc0,allora lim (—f(z)) = -0
T—+00 T—r+00
1
(3) Prop.: Con le assunzioni della (1) abbiamo lim z" = (—1)"oc01
r—r—00

116 c.14 Eserc. Precisare i seguenti fatti:

li = $00.
@) A, Lol = e
li = to00.

®) Lp. el = e

(c) Per ogni h intero positivo si ha lim z?* = 400 e lim 22! = —coy
T——00 T——00

(d) Non esistono i seguenti limiti lim mant(z), lim sinz, lm cosz, lim tanx 1
r—+oo r—Fo0 T—Fo0 T—Fo0

116 c.15 Una funzione reale f(x) si dice funzione regolare in un punto di accumulazione, finito o infinito,
del suo dominio sse esiste il suo limite per la variabile indipendente tendente a tale punto. In caso
contrario si parla di funzione oscillante negli intorni di un tale punto.

1
Consideriamo la funzione sin () negli intorni dell’ascissa z = 0, punto che appartiene alla aderenza
x

del suo dominio ma non al suo dominio.
Questa funzione ¢ oscillante in ogni intorno di = 0 in quanto in ogni intervallo perforato ( — a,a)\
{0} essa assume tutti i valori dell’intervallo chiuso [ — 1, +1].
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e gli intorni del punto oo € R. A ciascuno dei suoi intorni

Consideriamo la funzione tan x :=

CoS
si puo dare la forma {z € Rl| |z| > H} per qualche H € R.. In ciascuno di questi intorni la funzione
tangente ¢ oscillante, in quanto in esso assume tutti i valori reali.

116 ¢.16 Le funzioni-RtR monotone hanno comportamenti piu definiti delle rimanenti, ossia hanno piu
possibilita di soddisfare criteri di regolarita.

(1) Prop.: Consideriamo una funzione f(x) monotona nel suo dominio D e questo sia un insieme
limitato superiormente; sia b ’estremo superiore di D e tale punto sia punto di accumulazione di D.

La funzione ¢ regolare in b.

Dim.: Consideriamo il caso di una funzione f(x) nondecrescente nel suo intero dominio D. Nel caso
in cui il codominio della f sia limitato, sia M l'estremo superiore di tale insieme. In questo caso
lim f(z)=M .

r—b

Gli altri casi seguono applicando al caso considerato la trasformazione destra-sinistra, cioe la
fzeR P —27,e/ola trasformazione alto-basso, cioe la [ f(z) B — f(z) 11

(2) Prop.: Consideriamo una funzione f(z) monotona nel suo dominio D e questo sia un insieme
limitato inferiormente; sia b I’estremo inferiore di D e tale punto sia punto di accumulazione di D. La
funzione e regolare in b.

Dim.: Si tratta della proprieta duale-UD della (1) i

116 c.17 Le definizioni di limite si possono unificare facendo riferimento a R.
Nello studio delle funzioni reali spesso accade di giungere a enunciati dipendenti da un parametro «
che sono validi quando tale oo puo essere un numero reale, oppure +o0o, oppure —co, oppure oo.
In questi casi in genere risulta conveniente fare riferimento agli insiemi R ; := RU {—o0,+oc} e
R := RU {00} . Per esempio possiamo affermare che in questa sezione abbiamo introdotto situazioni
che ricadono sotto ’espressione
(1) lim f(x) =Y con AYE€ER.

rz— A
Pili genericamente si dice che la funzione f(x) al tendere di € D al punto z( tende (o diverge) a co
e si scrive

(2) lim f(z) = oo sse lim |f(x)] = 400,

T—T0 T—T0

cioe sse per ogni K reale positivo (idag) si pud trovare un reale positivo 6 = §(K) tale che

(3) Vxe((x0—6,xo+6)ﬁD)\{xo} O f(2)] > K
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116 d. limiti specifici [1]

116 d.01 (1) Prop.: Consideriamo un numero reale B maggiore di 1.
lim B* = 400 e lim B* = 0.
T—+00 T—00
Dim.: Dalla uguaglianza liI_E B™ = 400, dal fatto che x < T = B* < B* = B*.B" " ¢ dal
n——+0oo

fatto che Bl*! < B* < Bl=] segue la prima uguaglianza.

N1
La seconda uguaglianza segue da lim BY = Lf:: —a:,\‘ = (Jim B’”) e da
T——00 Tr——+00
lim f(z) = 0+ < lim1— f(z) = +o0.
r—c xr—rcC
(2) Prop.: Consideriamo un numero reale b € (0, 1) . hIJIrl b* = 0e lim b = 4oo.
T—+00 T——00
1
Dim.: Introduciamo B := — e osserviamo che B > 1, che lim B = 400 eche lim b = 0+ .
b—0+ B—+o0
Quindi la (1) porta alle due implicazioni liIil B = 400 = lim b = 400 e
r——+00 T—>—00
lim B = 0 = lim b = 0,
T—r—00 T—+00
(3) Prop.: VazgeR @ lim b* = b™.
T—xo
Dim.: y
(4) Prop.: Vx,zg e Ry, a€R | lim 2% = 1z,
T—To
Dim.: 1
(5) Coroll.: YVeeR: lim ¢c=c¢; lim x=uzq1
T—x x—xT(
116 d.02 Consideriamo il reale positivo B e la funzione f(x) = B*.
+oo sse B>1
lim B* = 1 sse B=1
r—+00
0+ sse B<1
0+ sse B>1
lim B* = 1 sse B=1
T——00

+00 sse B<1

116 d.03 Sia x variabile in R e sia a € R; si consideri la funzione z*.

400 sse a>0

lim z% = 1 sse a=0
xr——+00

0+ sse a<O0

0+ sse a>0

lim z% = 1 sse a=0
x—0+

400 sse a<0

116 d.04 Sia x variabile in R, sia a € (0,1) U(1, +00) e si consideri la funzione log,, z.
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—00  sse

lim log,xz =
T—+00 400 sse
+00 sse

lim log,z =
T—=—00 —00  Sse

0<b<1
1<b
0<b<1
b>1

116 limiti delle funzioni reali
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116 e. coppie limite e rettangoli coprenti

116 .01 Ci proponiamo ora di introdurre collezioni di figure geometriche che permettono di dare una
utile veste visiva a molte situazioni formali riguardanti le determinazioni dei limiti di funzione-RtR.
Anche per queste considerazioni conviene introdurre alcune nuove entita formali.

Prendiamo in considerazione una quaterna-fDSx < f(x), DA, x0> nella quale f(z) & una funzione-RtR,

D il suo dominio, S un sottoinsieme di S e z € S. Consideriamo anche un enunciato lim f(z) =y e
T—xTo

chiamiamo quintupla-fDSxy la sequenza (f(z), D,S, xo,Y ). Chiamiamo inoltre coppia limite relativa alla
f(z) la coppia <;U0,Y>.
Inizialmente esaminiamo solo il caso in cui zo, Y € R [a02] ripromettendoci di riprenderlo nella situa-

zione pitl generale relativa a zg,Y € R.

Riprendiamo dunque la definizione di limite in a02 nella forma seguente

lim =y sse VeecRy I dove
(1) T—XTo
Ts == [30(e) e Ry TVa € (zo — 6,0 +0) N D\ {xo} o |Y — fa)| < e
Introduciamo inoltre le notazioni che seguono relative alla quintupla-fDAxy < f(z), D, A, x, y0> o piu
semplicisticamente, (lecito quando si possono sottintendere f(x), D e A), alla coppia <xo, y0>, nonché
ai reali positivi € e 4.

Intervallo per il codominio, o per la ordinata yo J(¢) = (yo —€,y0 +€) .
Intervallo per il dominio, o per la ascissa xo 1(5) := ((xo —d,o +d) N D) \{zo} .
rettangolo coprente simmetrico

Su quest’ultimo osserviamo che riconosciuta una dipendenza di § da €, si pud semplificare la sua
scrittura con la RtngCS(e)

Osserviamo che i termini intervallo e rettangolo sono semplficazioni, risp., di intervallo forato e di
rettangolo privato di croce; queste precisazioni le lasciamo alle capacita di adattamento del lettore.

Il termine rettangolo coprente simmetrico usato per ogni RtngCS(e) := | x J richiama il fatto che il
grafico della restrizione al dominio | della f(x) si vuole interamente contenuto nel rettangolo stesso.
Osserviamo che un processo di passaggio al limite locale spesso puo essere presentato efficacemente da
una successione di rettangoli coprenti.

116 e.02 Possiamo quindi dire che 'enunciato lim f(z) = Y equivale a richiedere la possibilita
Tr—To

di associare alla coppia <x0,Y> una collezione di rettangoli coprenti simmetrici RtngCS(€) per ogni
€E R+.
Questa collezione ¢ tale che al decrescere di e corrisponde il restringersi del rettangolo RtngCS(e), in

verticale oltre che in orizzontale.

Va osservato che non si richiede che la dipendenza del parametro ¢ da € si riesca ad esprimere come
una ben definita funzione: in effetti a una e si potrebbero associare diversi d e si richiede soltanto che
se ne possa garantire almeno uno.

E inoltre evidente che se R(e,d) & un rettangolo coprente simmetrico & tale anche ogni R(e, 8’) quale
che sia ¢’ € (0, ).

Alla nozione di intervallo coprente conviene dare una portata maggiore. Gli intervalli coprenti conside-
rati in e01 hanno il punto <x0, Y> nella posizione centrale e per questo sono stati qualificati simmetrici.
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Questa simmetria dipende dall’aver utilizzato nella definizione di limite un incremento uguale al decre-
mento sia per la x che per la y.

Potrebbe rivelarsi opportuno far cadere queste due uguaglianze. A questo scopo possiamo considerare
rettangolo coprente della f(x) relativo a una coppia limite <330, Y> ogni rettangolo della forma

RtngC(el,eg,éhég) = |((51,52) XJ(61762) dove
|((51,(52) = <($0—61,$0+52)QD)\{$0} e J(61,62) = (Y—El,Y+€2)

tale che il grafico della restrizione al dominio | della f(z) sia interamente contenuto nel rettangolo
stesso.

Per la collezione di questi rettangoli abbiamo che se contiene il rettangolo RtngC(eq, €2, d1,02) essa
contiene anche il rettangolo RtngC(ey, €2,8'1,'2) per ogni ¢’y € [0,01) e ogni 6’2 € [0,d2) con §'1 485 >
0.

Possiamo affermare che Penunciato lim f(z) = Y equivale a richiedere la possibilita di associare
Tr—xo

a <x0,y> una collezione di rettangoli coprenti non necessariamente simmetrici che denotiamo con
RtngC(e1, €2, 01, 02) per ogni coppia di reali nonnegativi (€1, €2) con €1 + €2 > 0.

Infatti se e soddisfatta la richiesta dei rettangoli coprenti simmetrici, lo € anche quella dei rettangoli
coprenti tout court; viceversa se e soddisfatta la richiesta dei rettangoli coprenti in generale ciascuno
degli R(e1, €2,01,02) si pud sostituire con R(e, d) con € := min(er, €3) e § := min(dy, da).

116 .03 Notiamo esplicitamente che la precedente definizione di limite (come tante altre) & assai
generale in quanto si rivolge alla grandissima varieta delle quaterne-fDAx, ma & anche poco stringente,
in quanto non pretende di indicare alcuna possibilita di individuare effettivamente un d(e) per ogni
ecR,.

L’esistenza di d(€) viene proposta programmaticamente, non conduce a procedimenti per la costruzione
di funzioni d(€) e si guarda bene dal pretendere una sua univocita.

Quindi chi e interessato a individuare e utilizzare un limite preciso, come avremo modo di vedere, in
situazioni specifiche (ovvero per particolari terne-fDA) non pud evitare di affrontare i problemi della
determinazione di valori per la d, anche solo per grandi linee.

Come si ¢ visto in vari momenti questa determinazione in genere conduce a problemi di approssimazione
e si serve non tanto di uguaglianze, quanto di disuguaglianze.

Anche i presenti cenni vogliono sottolineare la complessita della relazione che intercorre tra esigenze
di generalita ed esigenze applicative.

116 e.04 Vogliamo ora cercare di introdurre U'effettivita con uno scenario corrispondente a una possibile
ricerca di un limite definita come lim,_,,, f(z) ? o a una possibile dimostrazione di un enunciato
della forma lim,_,,, f(z) = Y .

Vediamo una procedura che in linea di principio si puo adottare in varie circostanze nelle quali si chiede
di calcolare un valore limite e che puo suggerire effettivi procedimenti empirici per la approssimazione
di limiti specifici.

Consideriamo il caso lim = Y — con z¢,Y € R definito in b04.
T—xo+

La procedura annunciata si puo descrivere come un alternarsi di richieste che fa un committente che
vuole conferma del fatto (all’inizio ipotetico) che il limite sia Y e delle conseguenti ricerche che effettua
un addetto alla individuazione di intervalli per la x che ha il compito di garantire la disuguaglianza
caratteristica.
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La procedura inizia con il committente che propone un primo valore ¢y per il parametro con il ruolo
corrente di € e con la ricerca del corrispondente d(e) che scriviamo §p che supponiamo possa essere
individuato.

La conclusione di questo stadio 0 si puo visualizzare con un primo rettangolo coprente Ry con centro
in <x0, Y> della forma (xg — g, 2o + d0) X (Y — €0, Y + €0)-

Nel successivo stadio 1 ci si puo aspettare che il committente proponga un €; significativamente inferiore
a €g; successivamente si procede alla ricerca del corrispondente d; che ancora supponiamo possa essere

determinato.

La conclusione di questo stadio si visualizza con un rettangolo coprente R; visibilmente piu ridotto di
Ry e avente la forma (xz1 — 01,71 + ) X (Y —€1,Y +€1) .

Si puo ipotizzare che questo modo di procedere prosegua illimitatamente: individuando una successione
di rettangoli coprenti <R07 R1, R, > ciascuno piu ridotto del precedente.
Questa successione si dice costituire una successione telescopica.

Una tale prospettiva vedrebbe la possibilita di approssimare il limite ipotizzato con scarti sempre pit
ridotti, idealmente con scarti quanto si vuole ridotti.
In questo caso si dice di disporre di una successione telescopica unilimite

116 .05 L’esistenza del limite

() lim f(z) = Y,

r—rxo

puo visualizzarsi con uno schizzo di alcuni membri della corrispondente famiglia telescopica che si puo
facilmente immaginare.

Inoltre un sottoinsieme di R x R della forma ((zg — &,z + 0) x (Y — €,Y + €))\(z0,Y) viene detto
rettangolo coprente perforato e verra denotato con RF(xg,d,Y€).

Per la comprensione del nostro tipo di limite puo essere utile fissare I’attenzione sul cambiamento del
rettangolo coprente (xg — 0, z0 + ) X (Y —¢,Y + €) in corrispondenza di una diminuzione di € e della
conseguente diminuzione di d(e€), ricordando che questa viene garantita, in linea di principio, dalla
definizione.

116 .06 Ci occupiamo ora della possibilita di individuare effettivamente i limiti.
Ancora ci limitiamo a trattare solo limiti al finito ma facciamo riferimento all’enunciato

(%) lim =Y con zp,Y €R.

T—T0o

Si possono prospettare due tipi di attivita. La prima presume la conoscenza di Y e consiste nel garantire
Penunciato (x); la chiameremo attivita con limite Y noto. La seconda consiste nella individuazione di
un Y a priori incognito e la chiamiamo attivita con limite Y incognito.

Quello che possiamo fare consiste nel delineare, senza definire precise operazioni, due modi di procedere
che in ogni situazione specifica possono condurre a procedure meglio definite.

Gli schemi di procedura annunciati si possono descrivere come un alternarsi di richieste che fa un
committente che nel primo tipo di situazioni vuole conferma del fatto che il limite in questione sia
effettivamente uguale a Y e che nel secondo tipo di situazioni chiede sia individuato il valore che
intende denotare con Y.
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Ciascuna delle richieste comporta ricerche che ’addetto incaricato di individuare intervalli per la z
effettua esaminando la f(z) al fine di garantire la corrispondente disuguaglianza che caratterizza ().

Inizialmente il committente propone un ¢, come valore iniziale per il parametro con il ruolo di € e
I'individuatore determina un possibile g con il ruolo di d(ep).

Se dp puo essere individuato si conclude uno stadio iniziale che si puo visualizzare con il rettangolo
coprente che denotiamo con Ry.

Questo nel caso Y noto si pud denotare con R(eg, dp), rettangolo-hv, cio¢ rettangolo con lati disposti
orizzontalmente e verticalmente, e con vertici opposti in <x0, Y> e in <x0 + 00, Y + eo>.

Nel caso Y incognito € un piu vago rettangolo-hd avente i lati delle lunghezze 2§y e 2 €.

Nel successivo stadio 1 il committente propone un €; significativamente inferiore a €y e 'individuatore
procede alla ricerca del corrispondente d1; se si trova tale valore porta a un rettangolo coprente R; che
nel caso Y noto & R(e1,d1) con §; < §p e nel caso Y incognito si giunge a un rettangolo avente i lati
delle lunghezze 26, e 2¢€; e tale che sia Ry D Ry .

Questi modi di procedere in linea di principio hanno la possibilita di proseguire illimitatamente at-
traverso successivi stadi 2, 3, 4, ... che conducono a una successione illimitata di rettangoli coprenti
<R0, Ri, R, > ciascuno piu ridotto del predecessore.

Si cerca inoltre di individuare successioni caratterizzate da  lim ¢, = 0.
n—-+oo

Una tale successione viene chiamata successione unilimite di rettangoli coprenti per la quintupla-fDAxy
(f(x),D =dom(f),A = Adrn(D),xg € A,Y).

116 .07 Abbiamo quindi prospettata la possibilita di ottenere una garanzia illimitata (e — 0) del
valore del limite Y (noto) oppure una approssimazione di Y (incognito) con scarto ridotto quanto si

vuole, in ogni caso grazie al fatto che lim ¢, =0.
n—-+o0o

Con i due modi di procedere si ha la possibilita di estrarre dall’insieme dei rettangoli coprenti relativi
a f(x), xo e Y una successione decrescente.

Che la possibilita si possa concretare, lo ribadiamo, dipende dalle caratteristiche della f(z) specifica e
dalle conoscenze e dei metodi posseduti a riguardo dall’operatore che abbiamo chiamato individuatore.

In concreto questo dipende anche dalle risorse che si possono rendere disponibili per la attivita di
individuazione; in particolare il successo della attivitda puo dipendere dalla disponibilita di prodotti
software adatti allo studio delle funzioni con il ruolo f(x).

Si osserva che la collezione dei rettangoli coprenti complessivamente disponibili ha il cardinale del
continuo, in quanto ogni rettangolo ¢ individuato da due o quattro reali e |[R*| = ®;, mentre una suc-
cessione decrescente associabile ad un processo di precisazione illimitata ha il cardinale del numerabile.
Questa restrizione dell’ambito formale entro il quale si opera € inevitabile quando si cerca 'effettivita
dei modi di procedere.

116 .08 Il modo di procedere che mira a individuare una successione decrescente di rettangoli coprenti
si puo ripresentare specializzato per ciascuno degli casi di limiti bilaterali e/o unilaterali e/o di limiti
da sinistra o da destra e/o di limiti per difetto o per eccesso.

Per questi casi ci si riduce a rettangoli coprenti che hanno la coppia limite <xo, Y> sopra un lato o in
un vertice.

Anche per la individuazione di questi rettangoli ridotti si possono ripetere le considerazioni sulle risorse
che possono di volta in volta essere messe a disposizione.
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116 €.09 La ricerca dei rettangoli coprenti si puo anche estendere ai limiti all’infinito. Per questo &
necessario collocarsi in R x R e considerare rettangoli impropri con lati impropri corrispondenti a valori
—00 0 +00 per le coordinate di uno o piu lati dei rettangoli.

Per tipi di limiti diversi da quello precedentemente esaminato si hanno successioni telescopiche diver-
samente collocate rispetto a <x0, Y>.

Lo schema operativo sopra descritto si puo adattare ai vari limiti all’infinito senza sostanziali diffi
colta.

I diversi tipi di successioni di rettangoli possono servire a tenere sotto controllo la grande varieta dei
limiti che si possono presentare.

116 e.10 Esplicitiamo i tipi di limiti che corrispondono alle 16 “regioni” di R xR che si possono prendere
in esame.

regione A: lim =Y- ; regione B: lim =Y+ ;
r—xo— T—To—
regione C': lim =Y- ; regione D: lim =Y+
T—xo+ T—x0+
regione E: lim = —-o0 ; regione F': lim =400
T—rTo— T—To—
regione G: lim = —-o0 ; regione H: lim =+o0
r—xo+ T—xo+
regione I: lim =Y- ; regione J: lim =Y+
Tr—r—00 r—r— 00
regione K: lim =Y-— ; regione L: lim =Y+
Tr——+00 r— 400
regione M: lim =-o0 ; regione N: lim =400
TrT——00 rT——00
regione O: lim = -0 ; regione P: lim =400
Tr—r—+00 Tr—+00

116 e.11 Esplicitiamo anche i tipi di limiti che corrispondono alle piu significative unioni delle regioni
identificate nello schema grafico precedente.

regione A U B: lim =Y ; regione C'U D: lim =Y ;
T—x0— r—xo+
regione AUC: lim =Y— ; regione BUD: lim =Y+ ;
T—T T—Tg
regione AUBUCUD: lim =Y
Tr—rT0o
regione £ U F" lim = o0 ; regione G U H: lim = o0 ;
T—To— r—ro+
regione FUG: lim = —o0 ; regione FUH: lim = 400 ;
Tr—T0o T—T0
regione FUFUGUH: lim = o0
T—xTo
regione I U J: lim =Y ; regione K U L: lim = ;
T——00 T—r+00
regione JUK: lim =Y - ; regione JUL: lim =Y+ ;
T—r00 r—r 00
regione I[TUJUKUL: lim =Y
Tr—r 00
regione M U N: lim =o0 ; regione O U P: lim =o0 ;
xT—r—00 T—+00
regione M UQO: lim = —o0 ; regione NUP: lim = 400 ;
T— 00 —00
regione MUNUOQOUP: lim =o0
T—>00
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116 e.12 T limiti delle successioni a valori reali si possono ricondurre ai limiti di particolari funzioni
reali aventi come dominio un sottoinsieme illimitato di Ry A questo scopo definiamo le funzioni a scala
improprie.

La costruzione del limite di una successione di l'_N — R_'I ¢ coerente la costruzione del limite di una
funzione f(z) € [R — R per la variabile 2 tendente a +oco.

Infatti ogni successione a =(n € N : a,,) si pud associare a una funzione a scala fa(z) avente come
dominio Ry la quale per ogni n intero naturale assume il valore a,, per x € [n,n + 1).

Si dimostra facilmente che

(1) lim a,=Y < lim fa(z)=Y,

n—-+oo r—+00
dove Y puo essere un numero reale, —oo, —0o 0 00, cioé un elemento di R.

116 .13 Osserviamo anche che i limiti per * —+ —00 0 & — 400 corrispondono ai limiti da sinistra
e da destra (non ¢ immediatamente chiaro in quale ordine). Questo accostamento tra tipi di limite si
puo chiarire attraverso la corrispondenza proiettiva tra la retta reale e la circonferenza stereografica.
Su di questa si potrebbe parlare di limite per avvicinamento orario che raccoglie il limite da destra e
il limite per x — —oo e di limite per avvicinamento antiorario che raccoglie il limite da sinistra e il
limite per x — +oc.

Considerazioni analoghe per limiti per eccesso e per difetto: la visione nel piano imporrebbe che ai
primi sia accostato il limite per x — +o0o e che ai secondi il limite per + — —oo, ma una visione
attraverso la circonferenza stereografica applicata alla variabile dipendente indurrebbe a parlare di
limite con avvicinamento orario e di limite con avvicinamento antiorario.

2024-09-19 116 limiti delle funzioni reali 23



Alberto Marini

116 f. limiti di composizioni di funzioni-RtR

116 f.01 Nel seguito supponiamo che sia xg € R.
(1) Prop.: lim f(z) = LeR = lim |f(z)] = |L|.
T—T0 xr—rxo

Dim.: Nel caso L € R, preso € € R, (idap), per Uipotesi si trova § = d(e) € R, tale che per ogni
x € ([wg — 8,29 + 6] N D) \ {zwo} si ha |f(z) — L| < e.
Di conseguenza per tali z || f(z)| — |L|| < |f(z) — L] < ¢, cioe Iasserto.

Nel caso L = +oo, per ogni K € Ry (idag) esiste 6 = d(e) € Ry tale che per ogni & €
([xo — 6,20 + 6] N D) \ {xo} si ha K < f(z); a fortiori K < |f(x)|, cioé I’asserto.
In modo del tutto simile si dimostranoicasi L = —ocoe L = oo ed icasi zg = —0c0 e xg = +001

(2) Eserc. Giustificare le seguenti affermazioni:

lim f(x) =t Y+ con Y >0 = lim |f(zx)] = Y £ .

T—Tg T—x0
lim f(z) =t Y+ con VY <0 = lim |[f(z)] = Y F .
T—xT0 T—Tg
lim f(z) = 0+ = lim |f(z)] = Y + .
T—xTo T—To
. . 1
(3) Prop.: lim f(z) = c0o <= lim — = 0.
T—x0 z—zo f(2)

1
Dim.: Scegliamo un qualsiasi ¢ € Ry (idap); l'ipotesi implica che, posto K := —, esiste 6 = §(K),

1
ovvero ¢ = d[e] tale che per ogni x € ([xg — 0,29 + 6] N D)\ {zo} si ha |f(x)] > K = —, cioé <€,
€

1
f(x)
disuguaglianza che implica ’asserto g

(4) Eserc. Giustificare le seguenti affermazioni:

1
lim f(z) = 00 < lim —— = 0 F .
T—xT0 T—To (m)

116 £.02 (1) Prop.: (processo di contenimento o processo di squeeze) Consideriamo f(z), g(z) e h(x)
funzioni reali definite in un intorno I di zp € R e in I\ {zo} per le quali si ha f(z) < g(z) < h(z) .

lim f(z) = lim h(z) = YV = acli_}rra}og(:zj) esiste ed ¢ uguale ad Y .

x—x0 T—To
Dim.: Nel caso siano zg, Y € R scegliamo un qualsiasi e € R, (idap); I'ipotesi implica che esiste 6 = d(¢)
tale che per ogni = € ([mo — 0,20+ 0] N D) \ {zo} valgano le disuguaglianze |f(z) — Y], |h(z) = Y| < ¢
ne consegue |g(x) — Y| < ¢, cioe Passerto.

Nel caso siano zg € R e Y = +o00, scegliamo un qualsiasi K € R (idag); l'ipotesi implica che esiste
0 = d0(€) tale che per ogni x € ([xo —d,zo + 4] N D) \ {zo} valgano le disuguaglianze K < f(z), h(z);
ne consegue K < g(x), cioe l'asserto.

Tutti gli altri 7 casi si trattano in modo simile e risultano collegati grazie alla dualita-LR e alla dualita-
UD

(2) Coroll.:  Sesiha0<g(z) <h(x)e lim h(z) = 0, allora lim g(z) = 04

T—xTo Tr—x0

(3) Coroll.:  Sia Y € R; li}m Y — f(z)] = 0 < lim f(z) = L

Tr—xo
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(4) Eserc. Giustificare le seguenti precisazioni:

lim f(z) = lim h(z) = YF = lim g(x) = YF.
T—T0 T—Tg T—T0

116 .03 Premettiamo una definizione equivalente a quella formulata in a02, facendo ancora riferimento
a una quaterna-fDAx (f(x), D, A, zo).

(1) Defin.: Si dice che la funzione-RtR f(x) al tendere di « € D al punto x tende al limite finito Y, e
si scrive

lim f(z) =Y ,

r—rxo
sse a ogni € reale positivo (idap) si puo associare un reale positivo § = d(e) tale che si trova un o € Ry
che consente di affermare

Vi € ((xo—a,x0+5)mD) \{zo} ¢ |f(z) — Y] < ace.
L’equivalenza discende dalla liberta lasciata alla scelta di € e riguarda una semplice variante della
disuguaglianza fulcro della definizione (< € diventa < a€).

In termini della geometria dei rettangoli coprenti va osservata l’equivalenza nell’esprimere ’altezza di
tali figure come 2 € 0 come 2 ae: in altre parole si consente di ampliare formalmente la scelta per I'unita
di misura dei lati verticali.

116 f.04 (1) Prop.: Consideriamo le funzioni-RtR f(x) e g(x) e un xy € R che appartiene all’insieme

D := Adrn(dom(f)) N Adrn(dom(g)) .

lim f(z) =: FeR, li_>m g(z) =t GeR = lim (f(z)+ g(x)) esiste ed ¢ uguale ad F + G .
Tr—rXxo

T—T0 T—To
Dim.: Iniziamo con il caso zp,Y € R, ove Y := F + G.

Scelto un qualsiasi € € R (idap) per l'ipotesi si trovano d(e) e o(e) tali che
€
Vi € ((xo — 8,20 + 0) mdom(f)) \ao} @ If@)—Fl<3 e

Vo € ((:1:0 —g,20+ )N dom(g)) \{zo}  |f(z) - G| < %
Questo implica che, posto p := min(4, o),
Vo € ((xo — p,xo + p) Ndom(f) N dom(g)) \ {zo}
£ _
5=
Nel caso sia 2y = +00, scelto un arbitrario € € Ry si trovano due reali H e K (idag) tali che

|f(x) +g(x) - F -G| < %4— € ossia la tesi .

Vi € (H,+o0)Ndomf : |f(x)—F| < % .

Quindi, posto M := max(H, K)

Vo € (M, +o0)Ndom(f) Ndom(g) : |f(x)+g(z)—F—-G|<e ossia la tesi .
Il caso xg = —oo si ottiene dal precedente per dualita-LR. Il caso xy = oo si ottiene dalla congiunzione
dei risultati per zg = —00 e £g = +00 1

La proposizione precedente si puod esprimere colloquialmente dicendo che il limite della somma di
funzioni-RtR ¢ la somma dei limiti.

(2) Eserc. Dimostrare sulla falsariga di (1) le uguaglianze seguenti.

lim f(z) = +o0 e lim g(z) =t GeR = wli)rrg} (f(x)+g(z)) = £o0

Tr—rxo T—rTo
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lm f(@) = —oc e lmgle) = —0 = lim (f(¢) +g(x) = o
lim f(@) = 400 ¢ limgla) = 400 — lim (f(&) + () = +o0.

Nulla si puo invece concludere in generale, cio¢ indipendentemente dalle caratteristiche della f(x) e
della g(z) nel caso si abbia

=l

116 .05 (1) Prop.: Consideriamo la quaterna-fDAx (f(z), D, A, zo) con xg € ReYe
lim f(z) = Y = VAER @ lm(8f(2) = BY .
x o

Tr—>T0o
Dim.: Basta considerare che a ogni rettangolo coprente R per la f(z) corrisponde un rettangolo coprente
per la 3 f(z) ottenuto trasformando ciascuno dei suoi 4 vertici (a;,b;) nel vertice (Ba;,3b;)

(2) Coroll.:  lim f(z) = Y < lim (—f(z)) = =Y

T—T0 T—Tg
Osserviamo che la precedente uguaglianza si puo dimostrare anche utilizzando rettangoli coprenti per
la —f(x) ottenuti applicando la riflessione Mirrg, = fy € R —y1 ai rettangoli coprenti della
f(@).

(3) Eserc. Giustificare le seguenti precisazioni:

lim f(z) = Y+ = VBeRy : wlgg Bf(x) = BY £.

1152 flx) = 00 = VBeR, 1152 Bflx) = £o0.
lm f(z) = 00 = VAER : lim (8f(x)) = oo.

116 £.06 (1) Prop.: Consideriamo le funzioni-RtR f(z) e g(z) e un zg € R che appartiene all’insieme

D := Adrn(dom(f)) N Adrn(dom(g)) .
lim f(z) = F € R; ll}m gx)==GeR = le (f(x) — g(x)) esiste ed & uguale ad F — G.

Dim.: Segue da f04(1) e da f05(2) s

Il precedente enunciato si puo generalizzare significativamente.

(2) Prop.: Consideriamo le funzioni-RtR f(z) e g(z) e un zy € R che appartiene all’insieme
D := Adrn(dom(f)) N Adrn(dom(g)) ; siano inoltre o e 3 due arbitrari numeri reali. Allora

li_>m f(z) = F € R; ILm glz)=GeR = li_>m (a f(x) + B g(x)) esiste ed & uguale ad a F 4+ 5 G.
T—x0 T—x0 T—x0

Dim.: Seguono, risp., da f04(1) e da f05(2) &

La proposizione precedente consente di affermare che il passaggio al limite per le le funzioni-RtR & un
operatore lineare.

Segnaliamo che la linearita del passaggio al limite si pud ampliare in misura notevole.

116 f.07 In questo paragrafo e nel prossimo consideriamo due funzioni-RtR f(z) e g(z) ed un z¢ € R
che appartiene all’insieme D := Adrn(dom(f)) N Adrn(dom(g)) .

Prop. Se in un intorno I di z¢ (contenuto in I) la f(x) ¢ limitata e lim g(z) = 0, allora
T—rxo
zhnj}0 f(z)-g(x) = 0.

Dim.: Consideriamo un M € R, tale che per x € I siha |f(z)| < M .
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Inoltre scegliamo € € R, (idap) e determiniamo di conseguenza ¢ € R, tale che sia
Vz € ((a:o — 8,20 + 8) Ndom(f) N dom(g)) \{zo} 1 |g(@)| < i .

Per i suddetti @ abbiamo f(x) - g(x)| < € e arbitrarieta di e implica I’asserto i

116 £.08 Il risultato precedente si puo generalizzare significativamente.

Prop. Consideriamo le funzioni-RtR f(z) e g(z) e un =y € R che appartiene all’insieme
D := Adrn(dom(f)) N Adrn(dom(g)).

lim f(z) =1 FeR ; xlgglog(x) = GeR = lim (f(x)-g(z)) esiste ed & uguale ad F - G.

T—T0 T—Tg

Dim.: [f(x) - g(x) — F- G| = [G(F = f(z)) + f(2)(G — g(2))| -

Le ipotesi implicano zh—>nx10 F—f(x)=0 e IILH;O G — g(x) = 0 . Possiamo restringerci a intorni di g
nei quali f(z) ¢ limitata, cioé nei quali si trova un M € R, tale che |f(z)] <M .

Quindi, grazie alle ipotesi, zlirgo[G(F —f(x)] =0 e Zgrgo[f(x)(G —g(z))] = 0 e di conseguenza
wlgrgg[F -G — f(z)-g(x)] = 0, ovvero ml;ralo flx)-g(x) = F-Ga

Il risultato precedente si puo esprimere colloquialmente asserendo che il limite del prodotto di due
funzioni-RtR & dato dal prodotto dei corrispondenti limiti.

116 f.09 (1) Prop.: f(z) e limitatain I e lim ¢g(z) =0 = lim (f(z)-g(z)) = 0.

Tr—x0 Tr—x0

Dim.: y

116 £.10 (1) Prop.: Per ogni polinomio sui reali P(x) e per ogni zq reale si ha lim P(z) = P(xo)

T—T0
Dim.: s
116 f.11 (2) Prop.: Per ogni polinomio sui reali P(z) = a, 2™ +---siha lim P(z) = sign(a,) oo e

r—+o0
lim P(z) = (=1)"-sign(ay,) - oo
T——00

116 f.12 Consideriamo « e (3 reali positivi ed m e p interi positivi. Allora si ha
lim a2™™ —Bz™ = +oo .

T—r—+00
1

(2) Prop.: Consideriamo il polinomio P(x) = ap 2™ +a,_1 2" 4+ +a1x+ao ; 1i_>m P(z) = oo
T o
116 f£13 (1) Prop.: Vz €l f(z) >0 A lirrlqu(:c) =:F>0 A liH}Bg(x) = G =
r—r r—r
1111}4 f(2)9) esiste ed & uguale ad FE .y
z—

1 1
116 f.14 Prop. lim g(z) =1 G con |G| >0 == lim —— esiste ed & uguale ad — .1
T—To T—To g(x) G

In parole povere si otrebbe affermare che, data una funzione, il limite della sua funzione reciproca, se
diverso da 0, € il reciproco del limite della funzione in esame.

116 .15 Prop. lim f(x) =: F lim g(z) =@ G con |G|>0 =
x—A z—B

lim M esiste ed e uguale ad £ .
R flz) 1
Dim.: Discende da f08 e da f13, osservando che = f(z)- ——1
9(x) g(x)
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In parole povere si puo asserire che il limite del quoziente di due funzioni e il quoziente dei due limiti,
ammesso che il limite della funzione divisore sia diverso da 0.

116 £.16 (3) Prop.: 1in114 flx) =t F>0 = lin}4 In f(z) esiste ed & uguale a In F'.
T T—

In parole povere si puo asserire che il limite del logaritmo di una funzione data a valori positivi e il
logaritmo del limite della funzione stessa.
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116 g. altre proprieta generali del passaggio al limite

116 ¢g.01 Abbiamo gia visto gli effetti sull’operazione di passaggio al limite per funzioni-RtR della
riflessione rispetto l'asse Ox [ f(x) € FunRtR B — f(z)1 [f05(2)] e piu in generale dell’omotetia
secondo la direzione Oy, [ f(z) € FunRtR B o f(x) 1 [f05(1)).

Ci proponiamo ora di ampliare ’esame sopra le conseguenze sui limiti dovute ad altre permutazioni
fondamentali del piano R x R in grado di trasformare intervalli in intervalli e tali da trasformare una
funzione-RtR in un’altra funzione dello stesso genere.

Iniziamo con le omotetie che lasciano fissa 1'origine 02 = (0, 0), permutazioni tra le quali si trovano le
riflessioni rispetto all’asse Ox e rispetto ’asse Oy.

Sia 8 un qualsiasi reale nonnullo e consideriamo 'omotetia secondo la direzione Ox Hmitto, g :=
|'_ (,y) eRxR B (Bx,y) —‘| . Leffetto sopra le funzioni ¢ dato da [ f(z) € FunRtR B f(Bz)1 .

(1) Prop.: Se ILm fly) = yo con zg, yo Gﬁeg(m) = Hmttp, g[f(z)] , allora lirﬁn g(y) = yo -
T—x0 rx—p X0

Dim.: Anche per questo enunciato & sufficiente considerare che se R = Rctng(<x1,y1>, <x3, y3>) ¢ un
rettangolo coprente la f(x) in un opportuno intorno di <J:o, y0>, allora I’omotetia in esame lo trasforma
in Hmtto, g[R|] = Rctng(<ﬁ x1, y1>, <ﬁ x3, y3>) che & rettangolo coprente per la g(z) 1

In particolare per S = —1 si ha la riflessione di R x R rispetto all’asse Oy e per essa si ha:

(2) Coroll.:  lim f(y) = yo = lim g(x) = you
T—T0

T—>—x0
Evidentemente questa riflessione, come ogni omotetia Hmttp, g riguardante 8 < 0, trasforma limiti
da destra in limiti da sinistra e viceversa e scambia i limiti per x — —oo con limiti per x — +o0

116 g.02 Consideriamo la traslazione del piano R x R

Tos, = [ (y) ERXR W (L), T,m) 1 = [ @) eRxRW (z+ts,y+1t,) rFF.

Questa trasformazione agisce sopra una funzione f(x) come segue
T lf@) = [2eTD) B @ LT @) ] = [ oeTuD) b @ fla—t)+1,) 1.

(1) Prop.: Se lim f(y) = :yo con zo,y0 € R e g(x) := Ty, [f(x)] , allora

r—x0

lim g(y) =yo+1t, .

x—xo+ts

Dim.: Anche per questa dimostrazione ¢ sufficiente considerare che se R := Rctng(<x1,y1>, <x3,y3>)
¢ un rettangolo coprente la f(x) per un opportuno intorno di zg, allora la traslazione in esame lo
trasforma in

Tioy Rl = Retng( (21 + by + ), (25 + Lasys +1,)) |
che & rettangolo coprente per la g(z) 1

116 .03 Vediamo come si comporta 'operazione di passaggio al limite quando si applica a una funzione
di funzione.
(1) Prop.: Consideriamo le quintuple-fDAxy (f(z), D, A, zo,y0) e {g9(y), E, B, yo,wo); consideriamo

anche le relazioni

(a) lim =yp e (b) lim g(y) = wo,

T—T0 Y—Yo

per le quali chiediamo zg, yo, wo € R e yo € Adrn(E).
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Consideriamo inoltre la funzione-RtR h(z) := fz € D B g(f(z))1 , avente come dominio D C D
tale che VZ € D . f(T) € E .

Allora le h(zx) esiste ed & uguale a wp.
x o

Dim.: Grazie ad (a), scelto un € € Ry (idap) esiste § € R, tale che
Vo € V(e) = (w0 — 8,20+ 0) N D) \ {zo} © |f(z) = pol <e.
Grazie a (b), scelto un o € Ry (idap) esiste p € Ry tale che
vweV, = ((wo—pyo+p) NENFD))\ o} loly) ol <.
Di conseguenza, scelto un o € Ry (idap) esiste 6 € Ry tale che
Vi € Vs i= <(x0 —6,x0+5)ﬂD) \{zo} © |9(f(x)) = W] <o

Osserviamo che la dimostrazione precedente si puo visualizzare come costruzione di un rettangolo
coprente per <z0, w0> a partire da un rettangolo coprente per <wo, y0> e da un rettangolo coprente per

<y0,w0>.

Un esempio: lim e°®** = e+ .
z—0+

116 g.04 Valgono anche varianti dell’enunciato precedente e della relativa dimostrazione, varianti nelle
quali si ipotizza qualche limite intermedio non finito. Le relative dimostrazioni, ottenibili modificando
gli intorni ied i rettangoli coprenti in gioco, si possono esplicitare senza difficolta.

(1) Eserc. Dimostrare l'enunciato

Vzo,yo € R, Q€ {—00, 400,00} 1 lim f(z) = yo e lim g(y) = @ = lim g(f(z)) = Q.

T—rxTo Yy—Yo Tr—xTo

(2) Eserc. Dimostrare I’enunciato

Vzg,0€ R, E€{-00,+00,00} I lim f(z) =@ E e limg(y) =1 wo = lim g(f(z)) = wo.

T—x0 y—= T—x0

(3) Eserc. Dimostrare I’enunciato

[1]

Veg € R, 2,Q € {—00, 400,00} lim f(z) = E e limg(y) = @ = lim g(f(z)) = Q.

T—x0 y—= T—xTo

(4) Eserc. Dimostrare I’enunciato

Vio,wo € R, W € {—oc, 400,00} lim () =5 yo e lim gly) = wo = lim g(/(x)) = wo.

(5) Eserc. Dimostrare I’enunciato

YVwg € R, U,E € {—00,+00,00} : lim f(x)=E e limg(y)=wy = lim g(f(x)) = wo.

z—WU y—= T—To

(6) Eserc. Dimostrare I’enunciato

(1]

VU, E,Q e {—o00,+00,00} lim f(z) =: e limg(y) =@ @ = lim g(f(x)) = Q.

z—VU y—= T—xg

116 9.05 A questo punto siamo in grado di affrontare il comportamento del passaggio al limite in con-
seguenza di tutte le permutazioni ottenibili come composizioni delle permutazioni viste in precedenza.
In particolare possiamo trattare trasformazioni lineari di R x R che mantengono la direzione degli assi
e sono invertibili e possiamo trattare le riflessioni rispetto a rette orizzontali e verticali.
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116 g.06 Teorema (caratterizzazione del limite di Cauchy)
Consideriamo una quaterna-fDAx (f(z), D, A, zo) con zg € R.
lim f(z) = yo <= VeeRy (idap) : Ry 36 = d(e) tale che per due punti qualsiasi =’ e z”

T—TQ
appartenenti a V(e) = V(o = ((xo —d,o +d) N D) \ {zo} siabbia |f(z')— f(a")] <e€.
Dim.: “=" : Per l'ipotesi a ogni € € R, possiamo associare un § tale che

va' 2" e V(e) o |f(x) —wol < % Af(E") —yo| < % e di conseguenza |f(z') — f(z")| < ¢ .

“<=" : Partiamo da un € € Ry e dal parametro §(e) garantito dallipotesi tale che Va',z"” €
Vs o |f(@) = fa")] <e.

Osserviamo che in V(e) si ha f(z") —e < f(2') < f(2”) + € e quindi la f(z) deve essere limitata in
Vs.

Denotiamo con i e con g, risp., 'infimo e il supremo della f(x) in V (¢); in tale insieme deve quindi

essere oscl(f) < e.

Queste considerazioni si possono ripetere per una successione di intervalli forati con centro in xq le cui
€

ampiezze costituiscono una successione infinitesima come la <6 v 5 920 980 )
Si viene quindi a individuare una successione di intervalli reali:

((io, 50), (i1, 81), (i2, 82),...) dove VneN [ i,:= inf (f(z)) e s,:= sup (f(x)).
V(e/27) V(e/29)

. . € N T .
Questa successione, dato che s, — i, < on e convergente e individua un numero reale che denotiamo
con Yo-

Abbiamo quindi che per ogni p € R (idap) si trova n € N tale che 2% < p: per questo basta assumere
n= [1og2 (B)-‘ Di conseguenza

€

VeeV(p) | in<f(x)<sn ,  in<yo<sn e |f(z) —yol <p,

e questa espressione equivale alla tesi y

116 9.07 Ora possiamo dire che disponiamo di una nuova definizione (di Cauchy) di convergenza a un
limite finito di una f(x).

Questa definizione ha il vantaggio di non dovere ricorrere alla conoscenza del valore del limite.

Lo schema di procedura per la ricerca del limite che emerge dal procedimento dimostrativo visto in
precedenza fa riferimento a questa nuova definizione, con maggiore realismo per quanto riguarda la
gestione delle informazioni di quanto possano fare la definizione in a02 e le altre derivate da questa e
viste sopra.

Procedendo con argomentazioni simili si possono dimostrare anche i criteri per l'esistenza di limiti

finiti al tendere di x a uno degli infiniti che si possono prendere in considerazione.

(1) Prop.: lirf f(x) = yo < VeeR; ! Ry 3 K = K(e) tale che per due punti qualsiasi z’
r—r+00

e " appartenenti a VX(e) := VYg( := (K,+00)ND siabbia |f(z') - f(2")] <e€.

Dim.: La dimostrazione si conduce come quella in g06, ma individuando una successione di intervalli

(2) Prop.: lim f(z) = yo <= Ve € Ry si pud determinare un reale positivo H = H(e) tale
Tr—r—00

che per due punti qualsiasi 2’ e 2" appartenenti a VX(e) := VYpg( = (—o00,—H)ND siabbia
[f(@) = f(@")| <e.
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Dim.: La dimostrazione si conduce trasformando con Mirroy la dimostrazione della (1) i
(3) Prop.: lim f(z) =:y9 <= Ve € Ry sipud determinare un reale positivo K = K(e) tale che
T—>r00

per due punti qualsiasi 2’ e " appartenenti a VX(e) := VY = (( — o0, —K)U(K, —|—oo)) ND si
abbia |f(z") — f(a")] <€ .
Dim.: Si tratta di fare riferimento a funzioni ottenibili con 'unione di funzioni con domini digiunti, una

prima funzione con dominio della forma ( — oo, —K) N D a cui applicare (3) e una seconda funzione
con dominio della forma (K, +o0c0) N D a cui applicare (2) 1

116 9.08 Le funzioni-RtR monotone, cioe le funzioni nondecrescenti o noncrescenti, sono tendenzial-
mente piu regolari di quelle che presentano oscillazioni illimitate.
Questo e chiarito dalle proposizioni che seguono.

(1) Prop.: Sia f(x) una funzione-RtR nondecrescente; il suo dominio D := dom(f) sia limitato supe-
riormente e sia g := sup(D); inoltre ¢ appartenga ad A := Adrn(D).
Con queste premesse esiste un limite per = tendente ad zy da sinistra; piu precisamente:

se f(x) ¢ limitata superiormente vale una formula del tipo lim f(z) = yo— ;
r—xo—
se f(x) non & limitata si ha lim f(z) = 4oco .
rT—xo—
Dim.: Nel caso di f(z) limitata, introduciamo Y := sup,p(f(x)). Per ogni € € Ry (idap) si trova
x_ =x0—0(€) taleche Y —e < f(x_) < Y. Invirtu della monotonia nondecrescente della f(z) abbiamo
Vo € (x_,x0) | Y —e < f(x) <Y; questo per arbitrarieta di € implica che lim f(z) = yo— .
T—To—

Sia invece f(x) illimitata, cioe sia supp(f(x) = 4o00. Fissato K € R, (idag) esiste z_ € ( — 00, z¢)
tale che K < f(x_). Ma la monotonia nondecrescente della f(z) implica Vz € (z_,xz¢) | K < f(z);
questo per l'arbitrarietd di K implica che lim f(z) = 4o

T—To—

116 .09 Evidentemente valgono anche le tre proposizioni ottenute dalla precedente applicando a R x R
Mirrgy, ., Mirroy e la composizione delle due, la simmetria centrale di centro nell’origine.

(1) Prop.: Sia f(z) una funzione-RtR nondecrescente; il suo dominio D := dom(f) sia limitato infe-
riormente e sia xo := inf(D); inoltre xy appartenga ad A := Adrn(D).
Allora esiste un limite per x tendente ad xy da destra e piu precisamente:

se f(z) e limitata inferiormente vale una formula del tipo hm+ f(x) = yot;
T—XTo
se f(x) non & limitata si ha lim f(z) = —oo1
T—To+

(2) Prop.: Sia f(z) una funzione-RtR noncrescente; il suo dominio D := dom(f) sia limitato superior-
mente e sia zg := sup(D); inoltre =y appartenga ad A := Adrn(D).
Sotto queste ipotesi esiste un limite per x tendente ad xy da sinistra e piu precisamente:

se f(x) ¢ limitata inferiormente vale una formula del tipo lim f(z) =: yo+ ;
T—>To—
se f(x) non & limitata si ha lim f(z) = —oo1
rT—xo—

(3) Prop.:  Sia f(z) una funzione-RtR noncrescente; il suo dominio D := dom(f) sia limitato inferior-
mente e sia o := inf(D); inoltre xy appartenga ad A := Adrn(D).
Esiste allora un limite per = tendente ad xy da destra e pit precisamente:

se f(x) & limitata inferiormente vale una formula del tipo lirn+ f(z) = yo—;
T—To
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se f(x) non e limitata si ha lim f(z) = + — ooy
T—xo+

Le proposizioni sulla regolarita delle funzioni monotone si possono applicare a molte cosiddette funzioni
monotone a pezzi, funzioni che presentano sottodomini non infinitesimi tali che la riduzione della funzione

a clascuno di essi costituisce una funzione monotona.

Per esempio la funzione limitata seno € monotona crescente in tutti gli intervalli
[(4I<: - 1)% , 4k + 1)%] per ogni k € Z ,
mentre ¢ monotona decrescente in tutti gli intervalli
[(4k‘ + 1)% ) (4k—|—3)%] per ogni k € Z .

Accade invece che la funzione illimitata tangente ¢ monotona crescente in ciascuno degli intervalli
((Qk' -5, 2k+ 1)%) per ogni k € Z.
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116 h. limiti specifici [2]

116 h.01 (1) Prop.: Hn% sinx = 0.

T—
Dim.: Per z € (— 7/2,7/2) \ {0} si ha 0 < |sin z| < |z|; da questo, grazie a f02(3), segue ’asserto i
Piu precisamente si ha, in accordo con il carattere dispari della funzione seno

(2) lim sinz = 0— , lim sinz = 0+ .
z—0— z—0+

Inoltre per la periodicita della funzione sin z

(3) VkeZ lim sinz = 0+ , VkeZ lim sinz = 0F .
r—2knt z—(2k+1)7E

116 h.02 Ricordiamo la formula di addizione per la funzione coseno

cos(zx+y) = cosx-cosy—sinz-siny
e la sua conseguenza
1—cosa = 2sin? > .
2
(1) Prop.: limcosz = 1—.
z—0
) Y x? . . a? .

Dim.: |1 —cos z| = 2 ‘sm f‘ < 2—; da qui, dato che lim — = 0 e grazie a b03(3), segue

2 4 z—0 2

lim |1 —cos z| =0
z—0

quindi, tenuto conto che z € ( - g7 g) \ {0} , segue l'asserto 1

Tenendo conto della periodicita della funzione coseno e del fatto che Vo € R © cos(x +m) = —cos z
si ottiene
(2) VekeZ © lim cosz = 1— , VkeZ lim cosz = -1+ .
z—2km z—(2k+1)7
™
Tenendo conto della relazione per la traslazione sin x = cos (m — 5) risultano noti i valori dei limiti

™
delle funzioni seno e coseno per tutti gli argomenti multipli di 5

sin x

116 h.03 Prop. lim = 1-.
z—=0 X
. : : sin N . . o o
Dim.: Osserviamo che la funzione f(z) := ¢ definita in R,, ed & pari. cominciamo quindi
x
a considerare archi di cerchio relativi ad angoli misurati in radianti da x limitandoci all’intervallo
P
O<z< <.
2

Confrontando i piccoli archi delle circonferenza di raggio 1 relativi a corde verticali vicine al punto
(1,0) con i corrispondenti seni si ricava

Vo € (O,g) . sinx <arcAB < tan x .

sin x

o . . . sin x
e quindi sin xz < z < tan z . Questa implica sin x < x < e dunque cos r < <1.

0S T T
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. o . sinw
Essendo lim cos x = 1—, siottiene lim = 1-.
x—0+ r—0+ x

Grazie al carattere pari della funzione in esame si ottiene la formula enunciata y

Osserviamo che se si misurano gli angoli in gradi sessagesimali o in quadranti la formula precedente e
le sue varie conseguenze vengono complicate da fattori di conversione. Se z[% denota la misura in gradi

1 2
sessagesimali e z[% la misura in quadranti, abbiamo 20 = 2 180 exld = 22 ¢ quindi, convenendo
™ ™
che sin(z”) = sin(zl?) = sinx,
. sin(z%) ™ sin(z!4)) ™
2 | —— = — ~0.01745329252 —— = —=1. .
(2) z[01]130 0] 130 0.01745 32925 e z[q]rgo i 5 5707963

A causa degli accennati fattori, per le formule dell’analisi infinitesimale concernenti le funzioni trigo-

nometriche si considera decisamente preferibile servirsi delle misure degli angoli espresse in radianti.

116 h.04 Ricaviamo altre formule collegate alle precedenti.

(1) YaoeR | lim xsin (9) = a.
xr——+00 xX
. . . . e . sin(at)
Dim.: Nel saso sia > 0 abbiamo: lim =z sin (—) = lim ———a = a—
T—>-+o00 T t—0+ ot

La formula e affatto ovvia se @ = 0, mentre il caso a < 0 si riconduce al caso a > 0 in forza del
carattere dispari nella « della funzione y

1 1
2 li = — =1
(2) 250 cos T 1- t
sin avx

3 VaoeR, peR,, | - = —.
(3) @ g 250 sin Bx B

i li in t/t
lim s%n ar Lt::ax, u::ﬂx,\‘ _a .lthOS.ln / _ gl
z—0 sin S x B lim, o sin u/u B8

116 h.05 Dalle relazioni precedenti si ricavano vari limiti per le altre funzioni trigonometriche.

(1) Prop.: lim tanz = 400 , lim tanz = 0F , lim tanx = —oo
r—oT/2 = r—0F z—m/2+

(2) Prop.: lim cot z = Foo , lim cot z = 0+
z—0F z—IF

Delle precedenti formule si ottengono facilmente le generalizzazioni ottenibili grazie alle caratteristiche
di periodicita.

116 h.06 Presentiamo alcuni limiti per funzioni iperboliche.

(1) lim sinh z = Foo , lim sinhx = 07
r—F00 z—0F

(2) lim cosh z = +oo1 , lim cosh z = 1+
T—F o0 r—0F

(3) lim tanh z = F1, , lim tanh x = 0F,
T—F00 z—0F

Si osserva che queste relazioni sono in accordo con il carattere pari della funzione sinh x e con il
carattere dispari delle funzioni cosh x e tanh z.
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116 h.07 Ricordiamo che per ogni successione (dy,ds, ..., d,, ...) divergente a +00 e per ogni z € R si
dn
ha lim (1 + a:) = e”.

n—-+oo dn

T 1 z
(1) Prop.:  lim <1 + g) = e% e in particolare lim <1 + > = e.
xr——400 x x X

— 400
116 h.08 (1) Prop.: lim(1+z)* = e.
z—0

1
Dim.: Basta modificare la h07(1) relativa ad o = 1 sostituendo alla variabile x la reciproca u:= — |, la
x
quale al tendere di x a +00 tende a 0+
In(1+ x)

x
Dim.: Si ottiene prendendo il logaritmo in base e dei due membri dell’uguaglianza precedente y

(2) Prop.: lim = 1.
z—0

(3) Prop.: limIn(l1+z) = 04
z—0

In(1
Dim.: Dalla (2), introdotto 7, := n(+2) 1, si ottiene lir% N = 0.
X xr—r

Quindi, essendo In(1 + x) = x (1 + 7,), si giunge all’asserto i
Osserviamo che questo risultato si puo ottenere, ma senza mettere a fuoco gli elementi specifici, come

caso particolare della possibilita di commutare le operazioni di calcolo del logaritmo e di passaggio al

limite.

(4) Prop.: Vee Ry \ {1} . lim

x—0 x

c® —
=Inec.

Testo fruibile in https://www.mi.imati.cnr.it/alberto/ e https://arm.mi.imati.cnr.it/Matexp/matexp_main.php
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