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Capitolo €33
operatori unitivi

Contenuti delle sezioni

a. operatori unitivi e relazioni p. 2
b. operatori unitivi sui monoidi liberi [1] p. 10
11 pagine

C330.01 11 capitolo & dedicato a considerazioni generali sopra alcune funzioni-StS, funzioni che man-
dano un sottoinsieme di un ambiente in un sottoinsieme di un secondo ambiente che puo coincidere
con il primo per le giuali qui usiamo il termine locale “operatori”.

Pit precisamente qui interessano gli operatori che rispettano 'operazione di unione e che chiamiamo
operatori unitivi.

Interessanti esempi di queste entita sono fornite dalle relazioni tra i due insiemi ambiente e in particolare
dalle relazioni tra monoidi liberi.

Varie collezioni di operatori-Un tra monoidi liberi, muniti delle operazioni opportune, costituiscono
delle algebre di Kleene standard [C32] e facendo riferimento a questa specie di struttura algebrica si
riesce a conseguire una rilevante unificazione di molte nozioni sui linguaggi formali.
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C33 a. operatori unitivi e relazioni

(C33a.01 Nel seguito tratteremo vari insiemi e famiglie di insiemi. Denoteremo con E e F' due insiemi
ai quali affideremo il ruolo degli ambienti, mentre a G, H e Aassegnamo il ruolo dei sottoinsiemi dei
suddetti ambienti.

In questo capitolo e in alcuni successivi per le funzioni-StS, le funzioni che a un insieme associano un
insieme, usiamo anche il nome “operatori” e denotiamo con Opr la loro classe.

Piu specificamente, se G ed H denotano due insiemi, con Oprg g denotiamo la collezione l'_G — H 1
degli operatori che trasformano sottoinsiemi di G in sottoinsiemi di H e abbreviamo Opr¢ ¢ con Oprg.

In queste pagine per trattare I'unione di due insiemi usiamo il segno + e adottiamo il termine somma
e similmente per I'unione di una qualsiasi famiglia di insiemi usiamo il segno . e ci serviamo del nome

sommatoria.

Conveniamo inoltre che per introdurre famiglie di insiemi useremo espressioni della forma {i €
I:| E;} € FamSg , dove si intende che I sia un opportuno insieme di oggetti semplici con il ruolo
degli indici o delle etichette..

Infine nelle espressioni che coinvolgono operatori prevalentemente collocheremo i simboli indicanti
operatori nella posizioni suffisse rispetto ai loro argomenti.

(C33a.02 Chiamiamo operatore [completamente] unitivo dall’insieme E nell’insieme F' ogni funzione da
EP in FP che rispetti I'unione e il relativo elemento neutro @, cio¢ ogni Q € l'_Eq3 — Fm_'l tale
che si abbia

Viel|E}eFamSg | (X, E)Q =Y, (EQ) e 0Q=0.
In queste pagine tali operatori in breve li chiamiamo operatori-Un e il loro insieme, considerando sot-
tintesa la richiesta su @, si denota con

In modi simili definiamo le collezioni di operatori-Un

ITESZB ——Un Fm:l ’ l__Em —>Un Fm:l ) l__Em l7‘>Un Fm_—l .

Nel seguito ci occuperemo quasi esclusivamente degli operatori unitivi degli insiemi con 'ultima forma,
cioe degli operatori di un insieme su un secondo insieme, convinti che le considerazioni analoghe sulle
altre tre collezioni di opeatori unitivi sono facilmente deducibili.

C33a.03 (1) Prop.: Ogni Q € l'_Eslg —>un et :| costituisce un morfismo di bande abeliane da

(BB +,0) a (FF 4+,0),

(2) Prop.: Q€ I:EYB —>un F“B_‘I sse VGCE @ GQ=3 599 , ovvero sse l'azione di Q¢
be

ottenuta con 'unione delle sue azioni sui singoletti del dominio , ovvero sse ) = (Q| U{ecE | {e}}) 1

Piu in particolare denotiamo con OprUn la classe degli operatori unitivi e usiamo la notazione
OprUng, r per la collezione degli operatori-Un di £ in F' e OprUng per abbreviare OprUng g, cioe
la collezione degli operatori-Un da E in se stesso.

Dato che, se F'\ E # () abbiamo
OprUng C OprUng pur C OprUngur ,

senza ledere sostanzialmente la generalita si puo scegliere di focalizzare ’attenzione solo su un OprUng
o su un OprUng r. In vari sviluppi risulta pitt conveniente porsi in OprUng.
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Con Fam(OprUng) denotiamo la collezione delle famiglie di operatori di OprUng e con
Fam(OprUng, r) denotiamo la collezione delle famiglie di operatori di OprUng p.

C33a.04 In Opry e in particolare in OprUng si introducono nel modo usuale adottato per gran parte
delle strutture algebriche (in particolare per i semianelli [T15h]) le operazioni prodotto-c (o prodotto
di composizione, o prodotto relativo, o prodotto di Peirce), e potenza-c intera naturale, di somma, di
sommatoria, di chiusura-+c e di chiusura-*c.

Consideriamo gli operatori Q1,8 € Oprg e la famiglia fi € I B ;1 € FamOprg ed introduciamo
esplicitamente le costruzioni che li riguardano:

QU+ = [GCERNGU+G% 15 T = [GCER X062 1 ;
Q0 Qg = |'_G CEB (G£1)s —‘| (prodotto-c di operatori) ;
Id be
QY =1, = (E%;) = (Eld) = [GCEW G (elemento neutro per il prodotto-c) ;
QL = Q , YymeN: QL .= Q"o Q)

0 = Y 0" = [GCENGo+a+G 0 F o ]
nekpP
0F = ) Q" = 1,40
neN
Ricordato che si definisce EFne = EF \ {0}, definiamo operatore di reset relativo a un qualsiasi

sottoinsieme del dominio H C FE la trasformazione
Hrest = FAcEENHT O FONOT.

Osserviamo poi che (7¢%¢* .= FAC E B 07; osserviamo anche che ()7¢%¢* & 1’elemento neutro per la
somma tra operatori di Oprg = l'_E — E:| per ogni insieme .

Per ogni H C F si introducono i seguenti operatori in Oprg:

intersettore H" == fGCEWHGNHT,

unitore HY = [GeE¥we B GUHT U TOBOT,

eliminatore H\ := fGCE W G\H]1 =(E\H)" .
Le seguenti uguaglianze comportano che intersettori, unitori e eliminatori sono operatori unitivi:
(AUB)HY = (AHY)U(BHY) , (AU+B)H" = AH"+BH" , (A+B)H\ = AH\+ BH\.
Si possono anche definire operatori analoghi riguardanti I'operazione insiemistica di differenza simme-
trica

H® = FGCEWNGeHT;

questi perd non sono unitivi: (AH®)U (BH®)=(AUB)H® U ((A NH)U(BN H)) .

C33a.05 Prop. (OprUng,y.,0,0m 1,) € SKA .

Dim.:  Consideriamo le famiglie fie€ I B E; 1 € FamSg, [je J W Q;1 € Famopun, ¢ Fk €
K B Q1 € Famoy,un,, ; Per linsieme di indici K consideriamo una generica ripartizione K = U erUy
Cominciamo con dimostrare che OprUng € [ 3,0 ] considerando due qualsiasi 1,9, € OprUng.
O, Ei)(Q10Q) = (Zi(Ein))QQ =3 ((Elgl)QQ) =Y, (Bi(Q o Qg)) e

(B (2;9) =3, (2 B Q) =32, (X:(Ei)) =3, (X;(Bi9)) = 32, (B(X; ) v
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Gli assiomi per SKA [SKA 1], [SKA 2], [SKA 4], [SKA 5] e [SKA 6] [v. C32b01] si verificano facilmente
1

Per [SKA 3] : > ek Q= Xier (ZueUt Q) = fG CER Xier(Xucy, G) tl =
fG CER Eue{U{teT b U (G Q) tl = Eue(u{teT bUY Qu

Per [SKA 7] (X0, %) © (Dher W) = [ G CE B (e, 62) (Tier W) | =
FG CEW Xnerxk ((GQ;)) t‘ = 2rerxk G20 Q)

La precedente algebra di Kleene standard viene detta SKA degli operatori-Un sull’insieme E e si denota
con SKAcg .

C33a.06 E utile associare per ogni E; C FE il seguente operatore di OprUng

B¢ .— 1, sse Fn ?é 0
1 : (reset  gge Fy =0

Va osservato il suo stretto collegamento con la funzione delta di Kronecker [B32a10]:

E*¢ = 6[E =07 .

Diciamo relazione determinata da dominio e codominio, o in breve relazione-domcod ogni relazione definita
attraverso richieste sul suo dominio e sul suo codominio. Per queste entita useremo anche il termine
operatore unitivo-domcod

Nel seguito serviranno varie relazioni di questo genere e per esse conviene adottare notazioni specifiche.
A questo scopo consideriamo gli insiemi F ed F' (consentendo che si possa avere E = F), e € E, f € F
e le famiglie di insiemi fi € I i E;1 € FamSg e [j € J B F; 1 € FamS; introduciamo quindi i
seguenti operatori di OprUng r :

(ebs) = [zeE}rdain{e™ ] .
(Eibf) = Seen, [ebf]

(e} 5} = Syer, (ehr] -

[Eiij] = Z(af)EEZxF,- [e"f} :

Gli [e b f ] si dicono operatori unitivi basilari e gli [Ez "Fj} operatori unitivi rettangolari di OprUng, r.

C33a.07 Prop. Valgono le seguenti proprieta.

W febrhe fobn) = { fliT =ed=0 —sepr—yi

Vnel : {e}f}nzéKfe:fﬁo{e}e}|
N (EfF)o [B)R]) = (FiNE)o (B} F]
HyneP @ (B }R]" = (BinE)*o (B }F ]

2)
)
)
5 {ebr}” = [ebrl
)
)

6) {ehs}” = 1t{e}r}

(
(
(
(
(
M (B R}" = {Bha]

C33a.08 Prop. Valgono anche le proprieta che seguono.
& 2
D (S (BVRD) = Sos (R4 (S (B IR =
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Ziel {Ei"Fi}+21,jel(Eiij)zoco {EZ"FJ] !

(2) 1o = Yoep {ehed s

(3) e = Yoep (eb} = [E}R ]
(4) (reset — {E"(D] '

(5) Er\" = Yoep, [ehe]

(6) E\Y = L+E"™ ==Y, . [e}Eite)
(7) El\ = egEl { " ]

(8) ZiEin = (UE)

9) Y, EiY = (UiE)“a

(10) 32, E\f(mE)\

(11) By" o By = B o B, = (E; N Ey)"
(12) B,° 0 ByY = ByY o ByY = (B U E)Y

(13) E1 0By = Ey\oE,\ = (E1UEy)\

(1) VO e {N,U\} : (B.©)® = E°

(15) (B,7)® = B°, (B")® = (B\)® = Loa

C33a.09 Gli operatori unitivi di OprU ng,F possono identificarsi (sono crittomorfi) con le relazioni
tra gli insiemi F ed F.

Nella presentazione di talune considerazioni conviene tuttavia tenere distinte le due nozioni e a questo
scopo ci serviamo delle definizioni che seguone.

Si dice relazione associata ad Q0 € OprUng
Qftet .= {{e,f) ] e€E, feeQ} CEXF .
si osseva che [ bf]Rel (e, f) e che [Elel}Rel:Elel.
Si dice operatore unitivo associato ad R C E x I
ROPU .= Z@f cR [ }f] € OprUng.r .
(1) Prop.: VQ € OprUngp . QFLOPU = e VReExF . ROPU Rl = R,

C33a.10 (2) Prop.: Bel =O0pU™" ¢ [ (OprUng, Y, 0,07t 1,) gk ((E % E)m,u,oJZ),Eld}_‘I.

Dim.: Le relazioni precedenti (1) affermano che ¢! ed ©P"U sono biiezioni inverse.

Se [ie I}Qz} € Fam(OprUng), allora (ZZ Qi)Rel = ;7 e (21 0 Q) Bl = O

Id Rel
Evidente inoltre che @res¢t" — ¢ ¢ che in OprUng si ha 1,7 = (Em ) — gl 1

(3) Prop.: el _ qRel® 7 Q@R _ Rel® . O C (QRez)ﬂ3 .

(C33a.11 Come per le relazioni, interessa l'involuzione tra operatori unitivi data dal passaggio al
trasporto.

Definiamo trasposto dell'operatore unitivo 2 € OprUng p Q7 := Z<e freqre [f 'Ie] € OprUnp g.

Prop. Valgono le proprieta che seguono.

{ebr} = (she} e (B}R) = {R}E]

T - s .. . . cps s . .
(2) QT =Q , cioe la trasposizione di operatori unitivi & una involuzione
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Rel T . . . . s N
(3) Qf = QFfel’ | ossia la relazione associata al trasposto di un operatore unitivo & la trasposta
della associata all’operatore stesso i

@ (2,2) =5, e (o) =000, ;quindi T € [ SKAc <—vanisia SKACT 4
(5) VneN : Q" =@ e @ =@NH® | ' =qT%,

(6) E1(Q0QT) D BN (QRel Cod) e F(QToQ)DFN (QRez cod),
(1) voe{nu\} : FOF — RO,

C33a.12 Su OprUn g, F sl introduce la usuale relazione d’ordine definibile per tutte le bande abeliane
ponendo:

Q1 <Qy sse Q4+ =0
Prop. Per questa relazione valgono le proprieta che seguono.
(1) Q) <0y sse Q7 CQyftel
Pit dettagliatamente <Op7"UnE7F,§> ¢ isotono a <(E X F)(‘B,§> e quindi costituisce un reticolo
booleano atomico i cui atomi sono gli operatori basilari {e 'If} per ogni {e, f) € E x Fy

(2) EiYo By > By o(E1E,N)Y .y
(3) Ey\oFyY < EyYo (EEy\)\y
(4) E1” o E," > Ey" o (E1E,")Y
(5) E1" o Ey” < EyY o (E1E,°)"

C33a.13 (1) Prop.: OprUng,r C FE“B —un Fm_‘l , e questo equivale ad affermare che gli operatori
unitivi sono particolari applicazioni isotone rispetto alla relazione di inclusione.

Dim.: Consideriamo €2 € l'_Eslg —un F‘B_‘I ed F1,E5 CFE.
FEi1CFEy, <— FE\+E,=FE, — VQe¢€ OprUnE’p . B1Q+ExQ = (E1+E2)Q = E5Q
— VQ e OprUngr . E11 C ExX).
Per garantire I'inclusione stretta bastano alcuni esempi di operatori in l'_EgIg —>c F P _'I \OprUng,r
come fGCEW UHT per qualsiasi H C E y

(2) PI’Op.I (El n EQ)Q - ElQ N EQQ y (El \ EQ)Q D) Elg \ EQQ 1

C33a.14 Consideriamo alcune collezioni di sottoinsiemi dell’ambiente £ X, Y, X/, Y/ C EF ¢
introduciamo le seguenti loro corrispondenti classi di operatori unitivi-domcod di OprUng :

(x}Y) = {xexvevy[x|r}};

OprU cens(X,Y) = {Q€OprUng | XQCY} = OprUngn (X}Y] ;
VO e {n,U,\} : X9 = {XeX X},

Prop. Si dimostrano senza difficolta le proprieta che seguono.

) XcX,YCY = [X}Y]c{X}Y]}c{X}Y]

2) XCX,YCY <= (X}Y]}C(X}Y]}C(X}Y T

YO e {nU\}, Voe{unsal @ X°oX°=XoX)°
5) YCX = [X}Y])o {X}Y'] C [X}Y'T e

Vae (XpY), e [X}Y'}) @ Qo e [X}Y T
6) Ve {+ X} Yelul = [X}Y)elul
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(M Xel[X] = (X|X]elaol

®) [(XnX'}YnY'}) = [X}Y]n{X}Y' ]

9) (XuX'}YuY') = [(X}YJU[XYJu (XY JU{X}Y T
(10) {E¥}y) c {EF}YT.

(11) VG,HCE : YeY=G[H}Y] {0V}

12) {X}Y)n(X}Y]} c {XnX'}Y].

13) [X}Y)}n(X}Y'} = (X}YnY'T,

14) {X}YJu[X}Y]) 2 [{XUX'}Y T

15 [(X}YJu(xX}Y'}) c (X}YnY'}.

C33a.15 Consideriamo la famiglia fi € I B Q;1 € Fam(OprUng r; si definisce intersezione-R degli
operatori unitivi €;

R OprU
ﬂiEI Q; = (miel QiRel) "

si definisce come intersezione o intersezione-T degli operatori unitivi €2;
T
mie] Qz = FG g E H mieIGQitl .

Due prime proprieta di queste costruzioni si osservano facilmente.

R
(1) Prop.: Vjel @ (e %<Q

T T
(2) Prop.. Viel | Ei1CEy, = F; (ﬂie[ QZ) C Eq (miel Qz) 1

€ OprUng F ;

R T
(3) Prop.. VG CE : G(ﬂiej Q) C G(mig Q) :
R
Dim.: feG(ﬂieIQz) = Viel. e €G i (ef)eQ = Viel . feGY

= [eNe/(GU) =G ((T]iel QZ) :

R T
Resta da constatare che si puo avere G (ﬂiej Ql) c G (mz‘el Ql) . Limitiamoci al caso in cui sia
=0

I = {1,2}; & agevole rendersi conto che si pud avere Q%N Q,%e! e quindi Q; NQy = Preset e

contemporaneamente avere (GQ) N (GQa) # 01
T
Puo accadere che (,.; ©; non appartenga a OprUng, r; infatti se {j € J :| E;} C E< | si trovano
T
insiemi tali che (3_;c ; £;) (ﬂiel QZ) = Nier (ZjGJ EjQi) = Nier (Zje,](EjQi)) non coincide con

T
ZJ'GJ (Ej <ﬂi€1 QZ)> = ZjeJ (ﬂiel EjQi) :
Possiamo limitarci al caso I = J = {1,2} e scrivere E;; := E;{;; non e difficile trovare insiemi
Ei’j tali che sia B’ = (E1’1+E2’1) N (E1,2+E2,2) = El,l N E1’2+E1$1 N E2’2+E2,1 n E1’2+E2,1 n
E’22 O B = El,l ﬂE1,2+E2,1 OEQ,Q .

C33a.16 Ad ogni operazione binaria L € [ E® x EFr—5 EP1 e aogni H C E si associano le
due seguenti trasformazioni:

la traslazione a destra per I'operazione binaria L. H*» := FGCE B} GLH]

e la traslazione a sinistra per I'operazione binaria 1. H» = [(GCE)} (HLG)] .
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Chiaramente H+r , H € l'_EmlfD E;‘B_'I .

Si constata che [ L & una operazione commutativa | sse VHCE | Hte = Ht» |
In questo caso si ha un solo operatore traslazione che si denota semplicemente con H .
Se 1 & un’operazione associativa abbiamo:

HleOHQJ_P = (HlHQLp)J‘P = (HngL’\)J"’
HIJ—)\OHQL)\ — (HlHQLA)J‘* - (HzHli-p)J_x .

C33a.17 Supponiamo ora che L sia completamente distributiva rispetto all’unione, cioe sia
ViieIWE ], FjedJ W E; efFamSy & (i E)L(X ey E'5) = Xiijrerxs i Biow, -

(1) Prop.. VHCE : H* H" € OprUng .

Dim.:  Consideriamo fi € I B E;1 € FamSg ; abbiamo (ZieIE) = (Y Ei)LH =

YieBilH) =3 Bl e e (e E)H> = HL(Yc; Ei) = 3 (H ) Dicr(EiH)

Consideriamo [k e K i Hp 1 € FamSg e sia £ € {\, p}.

(2) Prop.: (Spere Hi) ™ = Xper Hit

(3) Prop.: H, C H, — H;'¢ < Hy*e .

Dim: Hy C Hy <= Hi+Hy = Hy = || (2)] = Hy“+Hy"¢ = (Hi+Hy) e = Hy$ <
H,b¢ < Hyte

C33a.18 Prop. (Mpex Hi)™ C Niex Hi*
In particolare:
(Meex H) ™" = Miex He™? sse [a] == FVee B : h#W —selh#elll 7 ;
(Mrex Ho) = NpexHe ™ sse [f] == [VYee E @ h#h = hle#h le 7.
Dim.:  (NpexHp) " = {(e,eLh) |- e€ E,h € NpexHy} C |, = sse vale [o] |
C Niex {e € B,h € Hy, | {e,eLlh)} = Nkex (Hy ")) = (Npex Hy ) =
(Nkex Hy) oBel = {e € B, h € Npex Hy, o| (e,hLle)} C || = sse vale 4]
Miex {€ € E,h € Hy | (e,hle)} = Niek ((Hkl*)Rel) = | a14 ] = (Nex H )" 4

NkexHe" = F(GC E) B (GL(MexHi)) € F(GC E) B (NMikex (GLH)) =T rl%keK Hite .

R
Inoltre, essendo (NgexHrlG C Nigex (HrgLG), siha ﬁkeKHkJ‘* C Nrex Hpt? , in accordo con
al04 .

Si noti che, essendo in generale GL(NkexHr) C Npex(GLH) , si ha

C33a.19 Un Q € OprUnp r si dice operatore unitivo finito sse Q! C, B x F .
Con OprUnFg r denotiamo 'insieme degli operatori unitivi finiti da F in F'.
Q € OprUng,r si dice operatore unitivo localmente finito sse Ey C, £ = FEQ) C, F, cioe sse

VeeE | eQQC, F
Con OprUnLfg r denotiamo I'insieme degli operatori unitivi localmente finiti da £ in F.

Q € OprUng,r si dice operatore unitivo fedele sse ¥ ¢ OprUsp.,F -

Denotiamo con OprUnF flg r Dinsieme di tali operatori.

2 € OprUng,r si dice operatore unitivo bilocalmente finito sse VQ € OprUng,.e F . OB S
Op’I"UTLng;E7F .
Denotiamo con OprUnbBl fg r I'insieme di tali operatori.
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C33a.20 Prop. OprUng.pr C OprUnBlfpr = OprUngs.pr N OprUnFflp p .

Prop. OprUng.e , OprUnBlf;p € [‘B] 1

Q € OprUng, si dice operatore unitivo dilatatore sse VG € E | GQL DO G, cioesse Ve e E

Denotiamo con OprUnDilg D'insieme di tali operatori.

VHCFE . HY e OprUnDilg

Q€ OprUnDilg sse 1, <Q sse 1, < Qf‘p sse Qfel & una relazione riflessiva.
OprUnDilg € I: B ] 1

OprUny.p,r N OprUnDilg = B
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C33 b. operatori unitivi sui monoidi liberi [1]

C33b.01 Consideriamo gli alfabeti A, B Co H, i monoidi liberi A*, B* e I'insieme OprUn - g~ degli
operatori (completamente) unitivi da A* in B*. In particolare si puo trattare I'insieme dei morfismi
di bande abeliane l'_LA >y LB:| .

L’insieme di operatori OprUn s« p+ si puo denotare pili concisamente con OprUnL 4 p e si puo parlare
di operatori unitivi da L,y in Lp.

Scriviamo inoltre OprUnL s := OprUnLa g = OprUna« a~ = OprUna- .

C33b.02 Prop. Sopra OprUnLa p si possono riprendere, previe opportune specificazioni, le
considerazioni svolte in :a .

In particolare si possono trattare le entita ch seguono.
L’operatore unita rispetto al prodotto.c di OprUnLa, per il quale 1, =3 _ 4. Fw b wl;

Gli operatori basilari {w }z] riguardanti qualsiasi w € A* e ogni z € B*; peressisi ha E {w bz} =
(ENw)*z .

Gli operatori rettangolari {L 'IM } relativi a qualsiasi L C A* e a qualsiasi M C B*; per essi abbiamo
E{L}M) = (ENL)*M;

Gli operatori costanti in OprUnL 4 g definiti per ogni M C B* come M"®¢t = {A* 'IM} ; in parti-
colare si ha (res¢t = [A* P(Z)] i

Gli intersettori, gli unitori e gli eliminatori in OprUnL 4 definiti per ogni L C A* | risp., come

L0 = Tyep (whw],

LU = ZwEA* [U) } (L + w)} ed

L\ = Dweanr LW w] .

Il morfismo Srel = OprU™" ¢ |:<Op7"UnLA,Z,o,WeSEt,IO> <G—DSKA <(A* X A*),U,o,@7A|d>_'| .
La possibilita di scrivere, per ogni Q@ € OprUnLs g, 1 = Z<w 2ER [w 'Iz] , dove R := Qffel C
A* x B* .

la trasposizione ' € l'_OprUnLA <DantiSK A OprUnLA_‘I.

la relazione d’ordine per gli operatori di OprUnL 4 p definita da €, <€y sse Q1403 =y .

Questa fa di OprUnL 4 g un reticolo booleano avente come elementi atomici tutti gli operatori basilari

[w 'Iz} relativi alle stringhe w € A* e z € B* ed avente come elemento minimo (¢

massimo [A+ }B+ };

€ come

Le collezioni di operatori {X 'IY} e gli aggregati di collezioni di operatori:
{xcta, vers | (x}pv]}.

Le collezioni di operatori OprUnLpa g, OprUnLlpap , OprUnllpa g, OprUnLBlfap e
OprUnLDil g .

In molti sviluppi si riesce a prescindere dall’alfabeto sul quale sono costruiti i linguaggi in esame: in
tali circostanze si puo fare riferimento all’alfabeto H oppure trascurare di esplicitare ’alfabeto.

C33b.03 Sul terreno OprUnL si possono costruire due interessanti strutture di SKA.

Prop. Consideriamo un alfabeto A e la struttura OprUncy = <Op7“UnA, 3,0, (reset. ]-o> ;
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allora OprUncy € SKA .
Dim.: Da [7A.3(a)] con E = A* ed EP =L,

OprUnLc4 si puo chiamare algebra-c degli operatori unitivi tra linguaggi sull’alfabeto A.

C33b.04 Si definisce come prodotto.b tra gli operatori basilari di OprUnL 4 p:
Yu,v € A* | w,z € B* {ubw] : {v}z] = [uw}vz} .
Chiaramente si tratta della estensione al prodotto cartesian della giustapposizione di stringhe.
Si definisce prodotto.b degli operatori unitivi su linguaggi 21 e 5 in OprUnLa, B
Ql : Q2 = Z{<w1’Z1>€Q1STCZ 3 <w2722>6923ml} {wl }Zl} : {w2 }22} -
Z{<’W1,Z1>€lerel , <'LU2,32>GQQST€Z} [U]1'I_U2 }2122} .
Chiaramente si tratta della estensione booleana del prodotto.b tra operatori basilari.

Introduciamo inoltre 'operatore unita per il prodotto.b 1. := {u bu] =9,

C33b.05 Prop. OprUnLbap := (OprUnLap,y,:, 07 1.) € SKA .

Dim.: OprUnLb4, p ¢ una struttura costruita come indicato in [6B.2(e)] a partire dai monoidi (A*,-, i)
€ <B*7 ) H> 1

Introduciamo inoltre OprUnLbs = OprUnLba a ; questo insieme si dice costituire il terreno per la

algebra-b degli operatori unitivi tra linguaggi sull’alfabeto A.

C33b.06 Per I'insieme di operatori OprUnL A,B si possono riprendere con le opportune specificazioni
tutte le considerazioni svolte per le SKA, sia considerandolo terreno di algebre SKAc, sia considerandolo
terreno di algebre SKAD.

In particolare, per ogni {2 = Z<w,z>€R [w "z] € OprUny, ove si intende R := Q57 si definiscono:
le potenze-c Q0 = 1,, Q':=Q,VneN © Q" = Q"o =3, o p (ufv]) ;
la chiusura-+c Q° = 37 pQ" =37, \cge {upv] ;
la chiusura-*¢ Q% =Y NQ"=1,+Q% =Y e {u}v] .
Per Q) = Z(w,z)eR {w bz} € OprUnLa p si definiscono
le potenze-b Q0 := 1. := [u }u} , Ol =,
Qn o= Qrl. Q= Z<wi,zi>€R [(wlwn) "(21...zn)} ;
la chiusura-+b Q¢ .= Yo X" :Z<u7v>€R® {ubv] ;
la chiusura-*b Q® := Y Q" =14+Q® =Y po (ufv] .

L’esposizione in https://www.mi.imati.cnr.it/alberto/ e https://arm.mi.imati.cnr.it/Matexp/matexp_main.php
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