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C300.01 In questo capitolo vengono esposte le proprieta di fattorizzazione dei linguaggi formali in
generale, prendendo in considerazione loro caratteristiche specifiche solo per presentare esempi.

I risultati che si ottengono forniscono proprieta di prospettiva, poco utilizzabili per elaborazioni speci-
fiche, ma utili nell'impostazione degli studi sui collegamenti tra i linguaggi, tra le famiglie di linguaggi
e le varie composizioni di linguaggi, collegamenti che saranno delineati nell’ambito delle algebre di
Kleene [C32] e che saranno approfonditi quando si terra conto delle maggiori diverse caratterizzazioni
specifiche.
Nel seguito assumiamo le seguenti convenzioni:

s sta per un intero maggiore di 1; 4, j, h, k e loro combinazioni della forma j; denotano interi naturali;
A denota un alfabeto finito, A C,, H ;
a,a;,b,c, d, e denotano caratteri dell’alfabeto A;
w,w;, u,v denotano stringhe su A, w, w;, u,v € A* ;

L,Li, E,F, Fi, Fi gy F'.G,G;, G;,; rappresentano linguaggi di Lngp .

Inoltre semplifichiamo la notazione o;. con o.
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C30 a. fattorizzazioni e fattori di un linguaggio

C30a.01 La sequenza di linguaggi S =(F1,Fa,...,F,) € Lnga® si dice sottofattorizzazione di lunghezza s
del linguaggio L € Lngp sse Fy -Fa-...-F, C L.

In tal caso si dice che F; ¢ linguaggio sottofattore sinistro di L, che F; ¢ linguaggio sottofattore destro di L
e per ogni i € (s ] che F; ¢ linguaggio sottofattore di posizione ¢ nella S di L.

Denotiamo con Sftrn(L) I'insieme delle sottofattorizzazioni di Le in particolare denotiamo con Sftrn,(L)
I'insieme delle sottofattorizzazioni di lunghezza s di L.

C30a.02 Alcune semplici ed evidenti osservazioni.

(L1,L2) € Sftrna(Ly - Lg), (L1, Lo, Lg) € Sftrng(Ly - Ly - Lg) e (F1,Fa, ..., Fy) € Sftrng(Fy - Fo - .- Fy).
Inserendo tra i sottofattori di <F1, Fo, ..., F5> € Sftrng(L) h fattori uguali a {p } per qualsiasi h € N si
ottiene un elemento di Sftrngyp(L).

Il linguaggio @ si puo considerare sottofattore i-esimo di ogni linguaggio, per 4 qualsiasi, in quanto
VLLy,..,Lselngy © 0-Ly-...-LCL, .., Li--0--LeCL, o, Li-- L -0CL
In genere si puo supporre implicito riferire gli elementi delle sottofattorizzazioni del linguaggio L
all’alfabeto A := mealf. Infatti ogni lettera estranea a tale insieme di caratteri pud comparire

solo nelle sottofattorizzazioni che contenga () come sottofattore, oggetti che servono solo a operazioni

generiche di impostazione.

C30a.03 Prop. Sftrng(L) € Stabs(D**) C Stabs(N*®);
Sftrng(L) ¢ sottosemireticolo inferiore di <LngAXS, nxs, +XS> e <(Z), ey (Z]> ¢ il suo elemento minimo.

Dim.: Sia <F1, e Fs> € Sftrn_ e sia <F1, - Fs> 25<G1, - Gs>.
Allora (Gy, ..., Gy) € Sftrn|_; inoltre §* C Ly
Osserviamo che le relazioni <F1, Fo, ..., FS> , <G1, Go, ..., GS> € Sftrng(L) non implicano che sia

<F1 —+ Gl, F2 + G27 ey Fs + Gg> S Sftrns(L).

Un semplice controesempio ¢ il seguente: (a, ¢y, (b, d) € Sftrna(ac+bd), ma (a+b, c+d) & Sftrna(ac+bd).

C30a.04 Prop. Per ogni L € Lng e ogni s € P valgono gli enunciati che seguono.
(a) (1, 1, Loy ) € Sftrn(L)
(b) Ywy, wa, ...,ws €AY 1 wiwg..ws €L = <w1,w2, ...,ws> € Sftrng(L) 1
(c) M1, My, ... M, CL* = <M1, Ma, ..., l\/ls> € Sftrng(L*) y
(d) Per ogni famiglia di linguaggi {j € J :| F; ;} accade che
Vield: <F1,..., Fijooos FS> € Sftrng(L) = <F1,...,Zj€.] Fijooos FS> € Sftrns(L) &
(e) Vs € P : Sftrng(L) <paw Lngp™® <= L =A" <= Sftrn (L) = Lngp **
Dim.: Evidentemente L = A* implica gli enunciati primo e terzo. Per le implicazioni opposte basta

osservare che per ogni w € A" le s s-uple costituite da w ed s — 1 repliche di p appartengono a Lngp®
e quindi appartengono a L g

C30a.05 Per L € Lngp ed i € N si definisce massima estensione dei sottofattori i-esimi di L
maxexti L = |: s=14,1+1,.. :| <F1,...7 Fi7..., FS> S |_I'IgAS H
(Fiy o SUFS | (Fry o Fily o Fo) € Sfem (L)}, 0 F) ]
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Chiaramente maxext, | € U I:LngAs — SftrnS(L):| .

F; si dice linguaggio massimo fattore nella posizione i per L entro (Fy,...,F;,...,Fy) sse
<F1,...,F7;,...,F5> ESftrns(L) e VY F; . <F1,...,F{,...7F5> GSftrns(L) — F;Q F;.

Sia <F1,...,Fs> € Lngp” ; maxext, L}<F1,...,Fi,...,FS> = <F1,...,Gi,...,Fs> sse G; € massimo fattore
nella posizione ¢ per L entro <F17 Gy, FS>.

C30a.06 Si osserva che
<F1,...,Fi,...,FS> € Lngp”\ Sftrny(L) = maxexti’b(Fl,..., . F> <F1,...7 ,...,FS>.

Inoltre risulta maxext, | o maxext,| = maxext,| , ovvero si puo quindi affermare che maxext, | ¢
una endofunzione idempotente entro Sftrng(L).

Invece se i # j, non & necessariamente

maxext, | (nlaxextj7L<F1, vy Fiy oy Fs>) = maxext, | (maxexti,L<F1, ey Fiyon, FS>) .
Controesempio: per L=ac+bc+ad, s =2 e (a,c) € Sftrna(L) si ha

maxext, | (maxext, | (a,c)) = (a+b,c) # maxext, | (maxext, | (a,c)) = (a,c+d) .

Questa noncommutazione si verifica anche per sequenze di linguaggi che non sono qualificate come
sottofattorizzazioni di un dato linguaggio: per (Fy,Fo) ¢ Sftrna(L) risulta

maxext, | (nlaxextLL(Fl,Fg)) = (0,A") # maxext, | (n1axexb2’|_<F1, F2>) = (A", 0).

C30a.07 Prop. Consideriamo L € Lngp e iy, ...,ix € N ;
maxext, Lo....omaxext. L = maxext . L O .... 0 maxext. L
11, Tk J1, Jhs

ove <j1, ...,jh> ¢ la sottosuccessione ottenuta scorrendo la <i1, e ik> ed eliminando gli interi ripetuti.

Dim.: Basta mostrare che
maxextjl’L(maxextij...(maxextth(Fl, wnFe))en) = maxextjh,L(...(maxextjl,L<F1, e Fo))n)

per s > j17 "'7jh-
A questo scopo scriviamo
<G1, ey G5> = maxext; | ( (maxext L F17 - )

. / I
e osserviamo che se fosse maxext |_<G1, N CPR G :<G1, s Gy, G5> con G;," D Gy, , sarebbe
,

maxextth<F1,...,Fjl,...,Fs> = <F17... Jl y oo F > 74 <F1,... 117~-~7Fs>|

C30a.08 (Fy,...,F,) € Lngp® si dice fattorizzazione di un linguaggio L sse per i = 1,...,s F; & massimo
in ¢ per L entro la stessa <F1, . Fs>.
Le componenti di una fattorizzazione di L si dicono linguaggi fattori del linguaggio L.

Denotiamo con Ftrn(L) I'insieme delle fattorizzazioni di L e con Ftrng(L) I'insieme delle fattorizzazioni
di lunghezza s di L; inoltre denotiamo con Ftr(L) I'insieme dei fattori,
con FtrL(L) 'insieme dei fattori sinistri e con FtrR(L) l'insieme dei fattori destri.

Si constata rapidamente che Ftrny(L) C Sftrng(L) e che maxext, | | Ftrnl) — (Ftrn(L))|d .
C30a.09 Prop.

L = 3 Fiow-Fy = > Fio..-Fy

(Fi...F.)eSftrn. (L) (Fy...F.)eFtrn. (L)
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equindi VL €Llngp, s>2  Sftrn,, Ftrn, € I:LngA<i—> ‘B(LngAs)_‘l.
Dim.: <H,~--, L,.., H> € Sftrng(L) taleche p-....L-...p =L e <F1, ey Fs> € Sftrng(L) = F;-....F; C L

C30a.10 Si verificano facilmente i le affermazioni che seguono.
Ftrng(0) = {(0,A", .., A"), (A", 0, ,A"), ..., (A", . A", 0) } 4
Ftrng(A*) = {(A",A*, ., A"}
Frng(1) = {1, 1oy 1)} U Ftrng(0) 4
Vw € A* 1 Ftrng(w) = {<w17w2,..,ws> U wy,ws,...,ws €A Awy - wWa + ... - Wy = w} U Ftrng(0)
PePp <= Vse{2,..} © Ftrny(P)\Ftrn () C, Pp® <= FtrnP)\{A"} C, P
C30a.11 Prop.

Ftrng(L) =

{<F1, ey FS> IS SftrnS(L)/\<i17 ...,Z'S> € Perm(s ] | maxext; | (...(maxextihL<F1, - FS>))}

C30a.12 Alcune osservazioni.

Fioo Fo=L#(Fy, ... F,) € Ftr(L).

Controesempio: per ogni linguaggio L si ha p -...- p -L* - p -...- p = L* | mentre pud accadere che
sia Ftrng (L") 2(My,...,M,) D5(L*, ..., L").

e quindi (1, L, ) ¢ Ftrng(L¥).

Un altro controesempio si ottiene dal fatto che (p +a)-(p +a?) = p +a+a® +a® , mentre
Ftrna(R +a+a®+a®) 2 (1 +a), (1 +a+a?)) .

Anche il viceversa non vale: <F1, e F8> € Ftrng(L) &= F; - ... - Fs = L.
Contresempio: Ftrng(ac+ad+be) \ Ftrna(0) = {{(a+b,¢),{a,c+ d)} , mentre (a + b)c e a(c + d)
sono sottoinsiemi propri di ac+ad+be .

Consideriamo <F17 s FS> € Sftrng(L) e wy, ..., ws € A" tale che wy - ... - w, € L ; abbiamo:
{maxextis’L(...(maxextil,L<F1, s F))o ) W (i, onyis) € Perm(s ]} C
C {(Gy,...,Gs) € Ftrng(L) [ (G1, ..., Gs) 2°(F1,....,Fs)}

{maxextis’L(...(maxexti17L<w1, ...,w8>)...) i <i1, ...,is> € Perm(s ]} C

- {<Gl,...,GS> € Ftrng(L) Jwy € Gy, ..., ws € GS} )

C30a.13 Prop. Consideriamo L € Lngp , s =3,4,... e (Fy,...,F,) € Ftrny(L) ; abbiamo

(a) Lngp 2 J Y[ (Fy,J) € Ftrng(L) ;
(b) ¥i=2,..,5—1 © Lngp > H,I ﬂlggH,Fi,|> € Ftrns(L) ;
(c) Lngp 2 G (G,F,) € Ftrny(L) .

Dim.: (a) (Fy1,(F2-...-Fy)) € Sftrny(L) ed entro di essa Fy & massimo in 1 perl; quindi abbiamo
maxext2’|_<F1, (Fy-...- FS)> =: <F1,J> € Ftrna(L),

(b) <F1 v Fi1, Fyy Fagq s FS> € Sftrnz(L) ed entro di essa F; & massimo in 2 per L;
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quindi per (j,k) € {(1,3),(3,1)} abbiamo
maxextk’L(maxextj’L(«Fl cee Fic1), Foy (Figr - on e Fs)>)) =: <H, Fi, I> € Ftrng(L) .
(c) <(F1 ceFsoq), F5> € Sftrna(L) ed entro di essa Fy & massimo in 2 per L; quindi abbiamo
maxextLL((Fl <o Fso), FS> =: <G, Fs> € Ftrna(L) 1

C30a.14 In accordo con quanto appena dimostrato non si sono distinti i fattori di un linguaggio
rispetto alla lunghezza della relativa fattorizzazione.

(Fi,...,Fs) € Ftrng(L) #=

(1) (F1,(Fz-...-Fy)) € Ftrng(L) ,

(2) ((Fy-...-Fi—1),Fi, (Fig1 - ... - Fy)) € Ftrng(L) ,

(3) <(F1 e Fsl1), FS> € Ftrna(L) .
Questo viene mostrato dai controesempi che seguono.
Per L = ab*(c® + d)b* : (ab*,b*c,cb*) € Ftrng(L) e (ab*,b*c?b*) C2 (ab*,b* (¢ + d)b*) € Ftrna(L) .
Per L = (ab+ba)c(de+ed) abbiamo (a,b,c,d,e) € Ftrns(L), mentre (ab,c,de) C3 (ab+ba,c,de+ed) =
maxext, | (maxext, | (ab, c,de)) = maxext, | (maxexty | (ab,c,de) € Ftrnz(L)) .

C30a.15 Prop. Siano <F1,...7 FS> € Ftrng(L) e <Fi1,..., Fm> € Ftrng, (F;) peri =1, ..., 5.
In tali circostanze <F117 sy Fltla F217 ey Fs—1t5,17 Flsa (33} Fsts> S Ftrnz tl(L) .
Dim.: Se per qualche i € (s ], h € (t;] e j =:t1 + ... + t;—1.1 + h fosse
HlaXGth7L<F11, ceny Fih; ceeey Fsts> =: <F11, veny Fih/; veny F5t5>
con F;;,” O F;p,, sarebbe <Fi1, o Fanls o, Fiti> € Ftrng, (F;) contro una delle ipotesi i

C30a.16 A questo punto conviene estendere booleanamente la funzione Ftr(L) per poterla applicare
a un insieme di linguaggi che denotiamo con {h € H :| E} :

Ftr{h € H: Ep} = [ J Ftr(En) .
heH
Si ottiene allora facilmente I’enunciato che segue.

Coroll.:
Ftr(Fer(L)) = ) Ftr(F) = Ftr(L) .
FeFtr(L)
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C30 b. divisioni tra linguaggi

C30b.01 Prop. Consideriamo E € Lng, I'alfabeto A := pminalf o iy secondo linguaggio F € Lngp .
Seguono allora:

(a) Esiste un unico Gy € FtrL(E) prima componente massima per E entro le sottofattorizzazioni (G, F);
(b) Esiste un unico G2 € FtrR(E) secondo componente massima per E entro le sottofattorizzazioni

(F,G).
Dim.: (a) ¢ soddisfatto da G; tale che (Gy,F) := maxext, g(0,F) , ciot da Gy := Z{G | GFCE: G}
e (b) ¢ soddisfatto da Gy tale che (F,Gy) := maxext, g(F,0) , ciot da Gy := Z{G TFGCE:| G}

C30b.02 Questa proposizione consente di definire le seguenti due operazioni binarie:

divisione a destra del linguaggio J/ € I'_LngA x Lngp +— LngA_‘I definita da:
EfF := Y {G]GFCE} = maxext, g(G,F);
divisione a sinistra del linguaggio ~ \\ € [ Lnga x Lngp — Lngp | definita da:

F\E := Z{G TFGCE} = maxethE(F, G) .

C30b.03 (1) Prop.: Ef/F = ()(E/v) = A"\ ((A*\E)/F) € FtrL(E).

Dim.: EJJF = Z{umFgE}vi {ul] YoeF: |fuveE}= ﬂF{uﬂuveE}: ﬂF(E//v);
A\ (EJF)=A"\ [V(EJv) = [JA\(E[]v) = U((A*//v)ze(E//vD: )

UF((A* \E)/v) =U(ZF* \E)/F -vEF .

(2) Prop.: F\E = () (u\ E) = A"\ (F\ (A"\E)) € FtrR(E).

Dim.: Duale-LR dell::edFimostrazione della (1) 1

C30b.04 Coroll.:

() EfJE> 1, ENE> 1

(b) F1 CFy = EJJF1 DEJJF2, F1\\E 2 F2\\E

() EJJ0 = ONE = A"JJF = F\A* = A",

() Fminalng _ Eminalf — EJJF = F\E = 0,

(@) (F/BING = NyeFvecu/EN\v=FJ/(E\G) = FJ/E\G

C30b.05 Prop. (E\E)J/E = E\(EJ/E) =E, cio¢ (E\E,E), (E,E//E) € Ftrny(E) .

Dim.: n1axext27E(n1axext1,E< n,E)) = (E\E,(EN\E)J/E) = (n +...,E).
nJaxextLE(maxext27E<E, n)) = (ENEJE) , EJJE) = (E,n 4.1

in accordo con b04, E\\F si dice anche derivata forte a destra di E per F, mentre F//E si dice anche
derivata forte a sinistra di E per F.
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Se E \\ F e F //E si rappresentano, risp., con EF~! e con F~'E le derivate forti si indicano anche con
EF-te F[fl]E, rispettivamente.

C30b.06 (1) Prop.: V L € FtrL(E) : esiste un unico R € FtrR(E) tale che ( L,R ) € Ftrns(E) e
precisamente R = L//Eq
(2) Prop.: V R € FtrR(E) : esiste un unico L € FtrL(E) tale che { L,R ) € Ftrna(E) : L =E\\Ra

Possiamo quindi definire la biiezione delle divisioni del linguaggio E
Bijdivg := [ L€ Ferl(E) B LJE | .

(3) Prop.:  Bijdivg € [ Ftrl(E)«—>FtrR(E) 1 e (Bijdivg) " = F R € FtrR(E) H E\\\R—’| '
(4) Prop.: |FtrL(E)| = |FtrR(E)| = |Ftrna(E)| s
Conviene riferire Ftrny(E), FtrL(E) e FtrR(E) ad un unico insieme di indici | e scrivere:
Ftrna(E) =: {(L;,Ri) i €1}, Ftrl(E) = {L; [ i €1} , FtrR(E) =: {R; - i € I} ,
dove Viel : L; == E\R; e R; := Li/JE.
L’insieme degli indici | lo chiamiamo etichettatura di bifattorizzazione del linguaggio E e lo denotiamo con

bfctix(E).

C30b.07 Per ogni linguaggio E € Lngp denotiamo:
con DrlwL(E) linsieme delle sue derivate rispetto a parole da sinistra ,
con DrlwR(E) linsieme delle sue derivate rispetto a parole da destra ,
con DrIL(E) linsieme delle sue derivate rispetto a linguaggi da sinistra ,
con DrIR(E) linsieme delle sue derivate rispetto a linguaggi da destra .
(1) Prop.: DrlwL(E)={u/E|:uec A"} ={ufJE|: ue A"} CFtrR(E) =
={ () D DCDrwL(E)} ={A*\ C|: C€DrlL(A* \E)} 4
DeD
(2) Prop.: DriwR(E) ={v \ E|: v e A"} = {v\E |: v € A"} CFtrL(E) =
={ () D DCDrAWR(E)} = {A*\ C|: C € DrR(A" \ E)} 4
DeD
Si noti che A* = Np, D € FtrL(E) NFtrR(E) .
Si osserva anche che E=(\{D € {E} ={E\ n}={n JE}: |: D € FtrL(E) N FtrR(E)} .
Abbiamo inoltre E € Pp = DrIR(A*\ E),DrIL(A*\E) 5 A* <= 0 € FtrL(E) NFtrR(E) in accordo
con le definizioni.

C30b.08 (1) Prop.: (E\F)/JE=F <= FcFtrR(E) ; E\(FJJE)=F <= F cFtrL(E).
(2) Prop.: Siano <L17 R1> , <L2, R2> €Ftrng(E); LiCly < Ry DRy.

Dim.: “<=": L; C Ly e per 11:2.3(b) = R; D Ry, e per 11:2.5(¢) = Ry # R, .

“=": Ry D Ry per argomentazioni duali-LR delle precedenti implica L; C Ly, Ly # Lo

C30b.09 Per maggiore ccompletezza conviene collegare alcune nozioni relative alle fattorizzazioni di

lunghezza 2 alla nozione generale di connessione di Galois.
Si dice relazione di fattorizzazione del linguaggio E entro A* con A := Emmalf:

Ftrel(E) := {(u,v) € A" x A" Juv € E} .
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Si dicono controdivisione sinistra del linguaggio E e controdivisione destra del linguaggio E, risp.:
Ey = [Felngs B E\F{| € fLngy > Ferl(E)1,

Ey == [Felngy B FJET] € fLngp o FeR(E)].
C30b.10 Vediamo ora come si esprimono esigenza, coesigenza, connessione di Galois, funzioni di chiusura
e sistemi di chiusura per la relazione di fattorizzazione di un linguaggio.
Prop.
cxgFtrel(E) = [Felngy B {(veA JVucF u-vek}l ] = Ey;
cexgFtrel(E) = FFG Lngpn B {ueA"YVweF u-wve E}—“ = Ey;
GalconnFtrel(E) :=(A", A" E, Ey ) ;

LelassFtrel(E) := € 0By = [ Felnga B EWF/E) | ; RelsyFtrel(E) = FerL(E) ;

RelassFtrel(E) = Ey oE; = [ Felngs B (EWF)J/E 1 ; RelsyFtrel(E) = FtrR(E) .

C30b.11 Consideriamo E € Lng, la corrispondente etichettatura di bifattorizzazione I := bfctix(E) e
il corrispondente insieme delle bifattorizzazioni Ftrng(E) = {(i €1 L;,R;)} .

Per ¢,j € | si dice fattore centrale del linguaggio E relativo ad L; ed R;, e si denota qui con EFtrC(i, j)
il linguaggio massimo nella posizione centrale entro la trifattorizzazione di E che presenta a sinistra il
fattore L; e a destra R;.

Piul concisamente ci serviamo del linguaggio E;; := EFtrC(i, j) ed abbiamo le seguenti relazioni:
<Li7 Eija RJ> S Ftl’n3(E) s Eij S Ftr(E) s <|_Z7 Eija R]> = maxext2 E<L1, (2)7 RJ> .

Pud accadere che sia E;; = 00 ; cid avviene sse esistono u € L; e v € R; tali che u- A" -v(NE=0ein
tal caso deve essere L;-R; Z E.

C30b.12 Continuiamo a usare le notazioni precedenti.

(1) Prop.: Vi,jel @ (L;,E;j) € Ftrna(L;) , (E;5,R;) € Ftrna(R;) .

Dim.: L;-E;; C L; , poiché altrimenti L; # E\\R; , mentre E;;-R; C R; perché in caso contrario sarebbe
Ry # Ly JJE .

Se fosse maxext,| (Li,Ei) =(LiEij’) o maxext, g (Ei;,R;) =(Ei;’,R;) con E;;’ O Ey; sarebbe
111&13(8}(1:2’E<Li7 0,R;) =(Li, Ei;’,R;) .

Se fosse maxexta’Lj<Li, Ei;) =(Li',Ei;) con L;" D L; sarebbe E\R; = L;" .

Se fosse maxext, g (Eij,R;") con R;’ D R; sarebbe L; /E = R;" 1

(2) Prop.: Yijel i Ey=L//L; =R\R; =L JE\R; .

Dim.: Discende da (1) g

(3) Prop.: Vi,jel : (L;,E;j,R;) € Ftrng(E) .

Dim.: Segue da (1)1

(4) Prop.: Vs=2,3,..., i1,09,...,05_1 €| ! <Li1, Ei igs o Ein i1, Ris_1> € Ftrng(E) .

Dim.: Anche questa segue da (1) . y
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C30 c. matrice dei fattori di un linguaggio

C30c.01 Nel seguito focalizziamo 1’attenzione sul linguaggio E € Lngp e scriviamo | := bfctix(E) per
I'etichettatura delle bifattorizzazioni di E Ftrna(E) =: {(L;,R;) |: i € I} e D'insieme dei fattori centrali
di E {Ey; |4, €1}

C30c.02 Teorema Definiamo la coppia di indici (I,7) € | x | in modo che si abbia L; = E\\E ed
R, = EJJE.
Allora abbiamo L, =R, =E, =E e Viel | E;=L;, E;,, =R;.

Dim.: Per gli indici [ ed r e per i linguaggi previsti abbiamo :
L, = E\R, = E\(E//E) = E .

R, =L, JE= (E\E)JJE=E.

E; = [11:2.9(b)] = Ly /E\R, = E\R, = L, JJE=E .

Ei; = L JJE\R: = R\\R; = E\R; = L; .

Eir = Lif/E\R, = Li /L, = L; JJE = R; 1

C30c.03 Teorema Ftr(E) = {E;; |: 4,5 €1} .

Dim.:Vi,j el . E;; =L;J/JENE; € Ftr(E) . Viceversa per il precedente teorema FtrL(E) = {E;; |: i € I}
e FtrR(E) ={E; i€ l}.

Inoltre per ogni s = 3,4,5,... consideriamo F ::<F1,...,Fs> € Ftrng(E), cioe stabiliamo che sia
Vh = 2,..,s—1 ! Fy :<F1,...,FS>Prjh. Allora ogni F; compare come secondo fattore di una
trifattorizzazione <H7 Fn, K> € Ftrnz(E) e quindi se H =: L; e K =: R; si ha F;, = E;; 1

C30c.04 Si dice matrice dei fattori del linguaggio E la seguente matrice quadrata di linguaggi su A:
MFtr(E) := [Ei; |:i,j€el] € [IxI—> Ftr(E)] .
Chiamiamo kit di fattorizzazione del linguaggio E:
FTR(E) := <| U, r, Fl(BE) ={L; i el}, FR(E) ={R; [t € I} , MFtr(E) = [E;; | 4,0 € |]>

Questa struttura di dati racciglie tutte le informazioni generali riguardanti le fattorizzazioni di E.

C30c.05 Ricordiamo da 11:2.3(c) che A* € FtrL(E) (" FtrR(E) e che si definiscono gli indici h,k € |
ponendo A* =: L;, e A" =: R.

Prop. Lp=Ly-A"; Ra=A"-Rn: Vicl, m=hk : Epmi=A" Emi, Eim=Em A" .

Dim.: L“RZQE:LZHRZQE: H € E;j

C30c.07 In conseguenza dei due precedenti teoremi alla matrice dei fattori di E si puo presentare il
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seguente aspetto generale:

R; Rj .. RR=E p+R, ... Ryp= A*Rh Ry = A*
Li Ho+ E“ Ei,j Ei,l Rz EihA* ElkA*
Lj Egz H + Ej,j Ej,l Rj Ej,h . A”< Ej,k . A*
h+ L L L, .. w+L  E . A* L,A*
L.=E E,; Erj E,; H+R, ET’hA* E,,,’kA*
L, = A" e ATEpy A"En; ... A'Epy A'R, .. A* A*Ep A"
Lr = LpA" \ ... A"Ey A'Er; ... A'Ep A* wo ATEppA” A*

dove le colonne sono contraddistinte da elementi di FtrR(E) e le righe da elementi di FtrL(E).

C30c.08 Esempi

A*
) MFe(A') = A° (A7)
0 A"
1] A* AY
2 MFtr(0) =
) ) = 0. ( o )
0 u A"
1] A* AT AT
(3) MFtr(n) = w | A* u 0
A* * @ @
O p a A"
0 A* AT AT AT
n AT e w0
4 MFtr(a) =
(4) (a) A
A \A" 0 0 0
Consideriamo infine la stringa di s caratteri tutti diversi ajasas--- as;
] H as cer Q3.0 G9...05 a1...05 A"
@ A* A* A* . A* A* A* A*
H A" ai..as a1..as—1 -+ Q162 a1 H 0
ay A" as..as as..as_1 - as m 0 1]
ala A" as..as Gs..0s_1 - m ] 1] 0
MFtr(a;...as) = 1 ° ° ' . .
a1...as—1 | A* as 1 ) 0 ) 0
ai...ag A* H (Z) (Z) (Z) @ @
A* A* 1] 0 0 0 0 0

C30c.09 Vediamo altre proprieta che consentono di precisare la struttura delle matrici dei fattori del

generico linguaggio E; per questo poniamo A := proinalf
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Prop. h=Fk sse E=A".

C30c.10 (1) Prop.: Yiel : Ry ¢ R, =A*-Ry.

Dim.: Se fosse R; C Ry, per 11:2.3(b) sarebbe L; D L, = A, il che & assurdo s

(2) Prop.: Viel | L& Ly =Lg -A".

Dim.: Come sopra, se fosse L; C Ly, ancora per 11:2.3(2), sarebbe R; D Ry = A", anche questo un
assurdo g

(3) Prop: DeFtrl(E) <= Lpy=0 < Viel | Ey=A"edE#A".

Dim.: () € FtrL(E), per la proposizione (2) comporta Ly = 0); ovvio il viceversa ; Vi €l Ex; = A" ed
L #0 = Vi€l maxext, g(Li - A", A%, 0) =(Lx - A, A" R;) = I =1 — E = A" ¢ quindi
Viel: Epy =A" edE#A" = L =0 ; ovvio il viceversa y

(4) Prop: 0eFtrR(E) < R,=0 < Viel Ep=A" edE#A".

Dim.: Si effettua come duale-LR, di quella di (3) i

C30c.11 Prop. Viel: E;, CEyp <— Ln,Cl, < R,DR, < Viel:E, DE,.
Dim.: E;;, € Ejp,i =1 = Ly, C L, e per 11:2.5(c) abbiamo L,, C L,; ma L,, C L, implica ed &
implicato da R,, D R, a causa di 11:2.3(b); E,,; D E,;, i =r = R,, 2 R,, e per 11:2.5(¢) abbiamo
R D Ry;

ma Ry, DR, = Viel ! Ey=|11:29(c)| = R\Rm € R\\Ry, = Ein;

mentre Vi€l Ly, CL, = E,; =[11:29(c)] =Ln//L; 2 LpJ/Li = Epni .1

C30c.12 Prop. Ly=Ly-A"CL,CLy=A" < Ry,=A"DR, DR, =A"-R, +—
Viel: Epg=A" Ex; DEn DEn=A"-Epy < Viel: Egp A" CEyy CEjp =Egp - A"
= HWé¢En, H¢&Ep,.
Dim.: Tutte le implicazioni eccettuata l'ultima seguono dalla 11:3.12;
n € Epmr = Ly B -A* D Ly, - A" in contrasto con L, D Ly; 1 € Eppy = A" -Epn R 2 A" Ry,
in confltto con R,, D Ry 1

C30c.13 Prop. I=r <= E=E"<ppaA" < Vse{23,..}:(E..E)eFtny(E).
Dim.: [ = r allora per L‘ 1131 E=L =L =R =R, =E; LJ 11:3.4J

neE, EFECE=E=E’=E" =F*.

E=E"=E=E-E=E’=FE’=... = Vs>2: (E..E) € Sftrny(E) ;

se fosse maxext E<E, o Ey E> :<E, L E L E> con z € E'\ E

dato che p € E,7 2z€E-...-E'-... .ECE assurdo ; quindi V s > 2 : <E, e E> € Ftrng(E) .
Vs>2:(E..E)€Ftny(E) = (E,E) € Ftrny(E) = r =31

C30c.14 Prendiamo in considerazione E € Lngp con

FTR(E) = (1, 1, v {Liliel}{Ri [ iel}[E, ijel).
Teorema (a) E; ;- E;jm CEipm .
(b) F-GCE;,, < I>jtaleche FCE;; e GCE,,,.

(C) F1 . F2 C et FS - Ei,k <— | > 2'1,...72.}1,1 tali che F1 - Eivil s F2 - Ei17i2 g aeny Fh - E1'5717k .
(d) <F1, FQ, . F5> S Sftrns(E) — | > il,...7is_1 tali che F1 - El,i1 s Fg - Eil,ig y ey Fs - Eis—177"
(e) wy-wg-...-ws €EE <= 134y,...,95_1 taliche wy € E;;, , wa €Ej 4y 5., ws €Ei,_, 1.
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Dim.: (a) La 1129((31) 1mphca L; - Ei,j . Ej,m ‘R C E :><L7;,E7;’j . Ej,m7Rm> € Sftrng(E) —
<Li7 Ei,m7 Rm> = maxext2 E<L'“ Ei,j . Ej,ma R > - Eij . Ej m C Ez m -

(b)) F-G<CEy = L, -F-G-R,, CE :>< -F,G-R > € Sftrna(E) = | o j tale che
maxext,  g(maxext g((L;-F,G-Ry))) =(L;,R;) € Ftrng(E) (n = 1,2) = (L;-F)-R; CEe
LJ(GRm) CE=FC Ei,j eGC Ej,m~ 1> j tale che F C Ei,j eGC Ej,m — F.GC Ei,j'Ej,m - Ei,ma
quest’ultima inclusione essendo conseguenza del punto (a).

(c) Segue da (b) per induzione su h .

(d) Caso particolare di (c) relativo a E;, =E .

(e) segue dal fatto che (wy, ..., w,) € Sftrn,(E) e da (d) .

C30c.15 Per le matrici quadrate dello stesso ordine le cui entrate sono linguaggi, ed in particolare per
le matrici dei fattori di un linguaggio, si puo definire il prodotto riconducendosi al prodotto di matrici
conformabili con entrate in un semianello. Di conseguenza sono definibili naturalmente anche le loro
potenze n-esime per ogni n € N. Dunque abbiamo

(MF(E)® = (3N Fijel] . (MF(E)? == | Eip-Exjfijel o
kel
Vn=34,5,. : (MFtr(E))" := (MFtr(E))"!

Utilizzando le prestazioni delle matrici con entrate in algebre di Kleene che si incintrano in C32d, per
le matrici dei fattori si possono definire senza difficolta anche la chiusura-cross:

(MFtr(E))* := > (MFtr(E))*
SGP

e la chiusura-star:

(MFtr(E))* = > (MFtr(E))*

seN
C30c.16
(1) Prop.: MFtr(E) = (MFtr(E))2 = |Vne N | —(MFtr(E))” = (MFtr(E))* = (MFtr(E))*
Dim.: (MFtr(E))lku]dE” Ejr € [ 11:3.15(a) | CEix C [[11:34] CE;;-Ein €3, Eij-Ej

e quindi (MFtr(E))% = E;; da cui V n € N . MFtr(E) ; (l\/IFtr(E))" ed MFtr(E) = (MFtr(E))*
|1

Per 'ultima uguaglianza basta considerare che da J segue E;; 2 1

(2) Coroll: VseN : E =Y, . B By o B = (MFr(E)),

C30c.17 Prop.

(a) EERp, FER = E\\F, FJEC Ry .

(b) E€Ry <= Ful(E)C Ry <= FtR(E)CRp <= Ftr(E) C Ry
<= FtrL(E) C, Lngp <= FtrR(E) C, Lngp <= Ftr(E) C, Lngp .

(c) E€ Rp = |FtrL(E)| = [FtrR(E)| = |DrlL(A* \ E)| = |DrIR(A" \ E)]| .

Dim.: (a) Da 11:2.2(b) ,2C5a, 2C4b, 2C4c...

(b) E€ Rp | 2E3a| = DrwR(E) , DriwL(E) C, Rp | 11:2.6| =

FtrL(E) = {NpepD |: D € DrwR(E)} , FtrR(E) = Np.pD | D C DriwL(E) c, Rl 11
2.9(c)| =

Ftr(E) = {Lif/L; - i,j € 1} = {R:\Rj |: i,j €1} C, Rp .
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Viceversa Ftr(E) C, Lnga || 11:3.1 | = FtrL(E), FtrR(E) C, Lngp | 11:2.6| =

DriwR(E) , DriwL(E) Cy, Lngp | 243a| = E€ Ry .

Ftr(E) C Ry = FtrL(E) , FtrR(E) CRp = DrlwR(E) , DriwL(E) C Rp | 2E3a| =
EcRy -

(¢) Segue da 11:2.6 4

C30c.18 Algoritmo:  Dati Ry,Ry € Ren, costruire S e T € Ren tali che S = Ri*\Ro* e TA =
Ro* J/R1A.

Proced.: Su R; si individuano [2C6a] le parole pseudof d innovatrici per & € {L,R}; su Ry si
stabilisce quali stanno in Ry e a partire da R; si individuano riconoscitori per RlA\\v con
veRAN (RlA)pLdmn e per u ) Ri™ con u € Ry N (RlA)demn.

pLdinn

Si individuano infine [2C4b] il riconoscitore S per RiA\Ro™* = N{R;A \vlve RaA N (RiH)
ed il riconoscitore T per Ry J/RiA = N{u J Ry |: uw € Ry N (RlA)pR M

}

C30c.19 Algoritmo: Dato R € Ren, costruire FTR(R™) .

Proced.: Scriviamo L := R* e ricaviamo da R i riconoscitori per le derivate a sinistra rispetto a parole;
denotiamo il loro insieme con LZ4Fem,

Da questi si ottengono i riconoscitori per le intersezioni delle derivate e si stabiliscono le relazioni di
comparazione tra tali linguaggi utilizzando anche le relazioni di inclusione

A questo punto si ¢ in possesso dell’insieme dei fattori a destra di E e si definisce nel modo piu

opportuno l'insieme di riferimento |; [ ¢ determinato considerando che R; = R4 & accettato da LE4Fen
Con 'algoritmo precedente si ricavano poi i riconoscitori che individuano gli L; = L [11:2.5] ,\‘ =E\R;
egli Ej ;= ||[11:2.9(b)] = R\\R; = Li//L; e si individua r considerando che L, = E & accettato da

un riconoscitore equivalente a LX< | [2F3c] |

N

Il precedente procedimento puo abbreviarsi sfruttando particolarita dei linguaggi razionali che si trat-
tano, cosa fattibile soprattutto se essi sono dati da espressioni razionali maneggievoli, tenendo presente
che la matrice cercata deve avere la struttura indicata a inizio del paragrafo e sfruttando le relazioni
date in 11:3.10, 11:3.11, 11:3.12, 11:3.13, 11:3.14 e talvolta in 11:3.16 .

Se A* \ E @& semplice da individuare pud essere utile considerare che [11:2.6] &Ftr(E) = {A*\C|: Ce
DA™\ E)} (§,€) € {(L, R), (R, L)} .

Sfruttando tutte le informazioni sopra citate pud essere agevole determinare FTR(E) anche nel caso dei
piu semplici linguaggi non razionali: per essi € perd necessario possedere delle espressioni per tutte le

derivate rispetto a parole le quali devono costituire successioni abbastanza semplici, in quanto servono
per determinare 'insieme di riferimento | ora infinito.

L’importanza della determinazione di FTR(E) deriva dal fatto che a partire da tale complesso di
informazioni si possono calcolare in modo canonico [ 7 ] i risultati di varie operazioni.

C30c.20 Esempio Determinare FTR(E) per E := (a%)* <prna a* .
Posto E; := a’(a®)* per i=0,1,2| E; = E,| abbiamo DerwL(E) = DrlwR(E) = {Eq, E1, Es};
dato che i # j = E;(E; =0 abbiamo FtrL(E) = FtrR(E) = {a*, 0, Eo, E1,E2} e quindi:
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0 Ey E; E; af

0 [a* a* a* a* a*

E() a* Eo E1 E2 @

FTRE) = E | o E, Eo Ey 0
Eo|la* Ei Exs Ey 0

a* \a* 0 0 0O 0

C30c.21 Esempio Determiniamo FTR(E) per E := a?(a®)* .
Posto E; := a’(a®)* per i = 0,1, ...,4, si osserva che Ey = E .
Chiaramente i #j — E;(E; =0 e FtrL(E) = FtrR(E) = {a*,0, Eo, E1, E2, E5,E4} e quindi:

0 o E, E, E, E, Es

0 (a* a* a* a* a* a* a*

Eo|a* E, E; Ey Es Eq 0

Ei|a* E4 Eg Ei Ey E3 0

FTR(E) = E,| a* E; E, Ey By Ey 0
Es| a* E, Es E4 Eo E; 0

E.|a E, E, Es E, By 0

a*\a* 0 0 0 0 0 0

C30c.22 Esempio Determinare FTR(E) per E := (a*b + bTa)* € Rp con A = {a,b}; si osservi che
E <png A" e che E = A"\ (A%aa + a).

Troviamo DrlwL(E) e consideriamo un qualsiasi n € N:

n/E=E, a"JE=0a*bE, b" JE=(n +b*a)E, a"bJE=E, b"aJE=0a*bE+E=E.

DriwL(E) = {E,a*bE, (1 +b*a)E} w €E, p € (n +b*a)E e quindi EX4F

//input pC30c22

a*bE CE C (1 +b*a)E e quindi FtrR(E) = {a*bE,E, (1 + b*a)E, A"} .

Per DriwR(E) E\ n =E, E\a=Eb" , E\b=Ea*=A", E\ aa =10,

E\ba=E\bb=A"\ z=A" essendo n € E,A*, il riconoscitore minimo di E~ E~ Ef4 " & dato
da :

//input pC30c22B

¢ C Ebt C EC A" e quindi FtrL(E) = {0,EbT,E, A"} .
Accoppiando i fattori sinistri e destri [11:2.7] e tenendo conto di 5C2, 11:3.11(c), 11:3.14, si trova:

A" (p +b*a)E E ab* E
1] A* A* A* A*
. EbJr @ E22 ( H + b*a)E E24
FTRE) = E 0 Ebt E A*
A* 0 Eso a*bE =

Per i restanti fattori centrali Egp = EbT JJEbT =, g, u /EbT,
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Es = A" JJEbT =, cp- EbY , Ezg = EbY JJA* = A", Euy = A" JJA* = A" .

Per Eyy ed Ego conviene riferirsi a (Eb+)E4Fen che, visto DriwL(E), risulta :
//input pC30c22C
Da qui Eo2 = [{linguaggi su stati finali} = (p + b*a)EbT +b* |

Es2 = N{linguaggi su tutti gli stati} == a*bEbT.

C30c.23 Determiniamo FTR(E) per alcuni semplici linguaggi non razionali.
Esempio Costruiamo FTR(E) per E:=) _n a"b" € Lngp \Rp , dove A := {a,b} .

DriwL(E) = {1,0,0%,b°,...,Eg,E_1,E_9,E_3,..},ove VieN:IE_:=) a"b"" (E

I
m
=

DriwR(E) = {1, a,a% a% ..., Eo,E1, B2, B3, ..}, ove Vi € NI By i= 370y a0

Dunque b (NE_; =8 ({i}N{1})™ e a'NE; =a'({i}N{j})”" . Di conseguenza:

0 H E E.4 E» E_3 --- b b? B . AF
0 A AT AT AT AT AT o AT AT AT AT
n|A w E a a2 @ E, Ex Ej 0
E|A w 0 0 0 0 0 o 0 0
a A" E_; 0 H a a? E E: E 0
a2 | A* E_, 0 0 H a E., E E 0
a® | A" E_3 O 0 ) H E, E., E 0

FTR(E) = S : .

E; A b 0 0 ) 0 H 0 0 0
Eo | A 2 0 0 0 0 b o0 0
Es | A 82 0 0 0 0 b2 b 0
A*\A* 0 0 0 ) N ] o 0 - 0

Nella matrice precedente si sono trascurate le sottomatrici riguardanti combinazioni di E_; con E_j,
di E_; con E;, di E; con E_j, di E_; con &’ e di a’ con E_;, sottomatrici aventi tutte le entrate uguali

e 0.

C30c.24 Esempio Determiniamo FTR(E) per E := > neN a®" = {a,a? a* a8, ..}, linguaggio che si
colloca in Syqy \ Ryay -

Posto Ve € P E_¢ = 3 5, .a?"=¢  abbiamo DrlwL(E) = DrlwR(E) = {c€ P :| E_.} .

Inoltre E_.(E_4 = a* sse |[d—c|=2"(2""" 1) quando & 0 <n < m , mentre & uguale ad ) sse

altrimenti.

Dunque FtrL(E) = FtrR(E) = {0,A*,Eg = E,E_1,E o, ..., n,a,a?, ...} . Di conseguenza:
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0 ¢ a a* - E E_; E_o --- A"

@ A* A* A* A* . A* A* A* . A*

H E E_., E_o A* e H a a? ]

a A* Ei1 E72 Ei3 PN @ K a e @

Cl2 A* E_2 E_3 E_4 @ @ H @

e 00 0 0
E_l A* H @ @ @ @ @

Eo | A* a2 a H o 0 0 )

A* \A* 0 0 6 - 0 0 /N

C30c.25 Teorema Consideriamo E, Gy, ..., G, € Lngp e sia FTR(E) =(I,,r, {L;}, {R;}, {E;})-

a) ENGr- .- G) =32, i (B MNG1) - (Biyis NG2) - (Bi Ly N Gs) -

b) EN(G1-G2) =3, (LiNG1) - (RiNG2) .

¢) EERy =EN(G1-Go) =7, Gj1-Ga,ove fEN, he{l,2}eVje{,f}: GuCGy.

d) EERy, ECG Go=E=Y7 Gji Gpcon he{l,2} , feNeVje{ [} GuCG.
(e) E,Gi,GaeRp = EM(G1:Go) =31 Gj1-Gpeconhe{1,2} , feENeVje{ f}:Ge
Ra > Gjn C Gy -

Dim.: (a) E((Gy ...  Gy) ={wy ... -ws €E |t w1 € Gy,...,ws € Gy = [11:3.15(e) =

= UZ.1 .... i571€|{w1 v ws | wy € By, Gr,we € By N Gay oony, ws € B [Gs} =

= iinael (B NG1) - (Biyiy M G2) oo - (Bi, i N GSSs)

(b) (&) = EN(G1-G2) = >, |(EuNG1) - (Bir N G2) = >, (LiNG1) - (RN Ge) -

(c) Da (b) con f = |[DrIL(A* \ E)| = |l] < 00[11:5.18(¢)] {Gj1 :j=1,....f} ={LiNG1 i €l} e
{Gja :7=1,..., f} ={RiNG2 i el}.

(d) Caso particolare di (c).

(e) Da (b) e [2E3Db]. &

(
(
(
(

C30c.26 Esempio Consideriamo E = (a*b+bTa)*, come l'esempiol1:3.23, G; = aA*b , Gy = bA*a .
EN(G1-Gz2) = [11:3.26(¢)] = (EbT N G1)((H +b*a)EN G2)+(EN G1)(EN G2)+ (A" N G1)(a*bEN Gz) =
[a)E=a®bE, bJE=(n +b'a)E, E\a=Eb", E\b=A", afE\a=a"Eb, afE\b=
A bJENa=(n +b*a)EbT +b* = p + (1 +b*a)EDT , b\ EJb=A"]

= a(a*bEb*)b2((1 +b*a)EbT + pn)a+aA*b?EbTa=aA"b?* (1 + (1 +b*a)EbT)a .

C30c.27 Eserc. Consideriamo E = > neN a" b" come nell'esempio 11:3.24, G; := alA*a, Gy :=aA"b

ifﬂ(Gl - Gy) = [11:3.26(b)] = 3, cn(a" NaA"a)(EnNaA™D) + 3, (N(En N a A" a)(B" N a A" b) =
= thz(zneN a” bn+h)~
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MATeXp — Linguaggi, automi, computabilita

C30 d. problemi di approssimazione dei linguaggi

C30d.01 Prendiamo in considerazione il linguaggio E € Lng A e le caratterizzazioni dei suoi fattori
FTR(E) = (Q, L 1,(0 € Q1 Ly), (g € Q | Ry, [Epg [ g€ Ql) e Fer(E) =(j € J | Fy) .

Introduciamo inoltre Iinsieme ordinato di segni esclusi da A X := {j € J | 2;} ¢ H\ A, la biiezione
Y= |'_ F; B ozjljel —‘I € l'_Ftr(E) <1—>X_'| e la matrice quadrata avente come entrate elementi
di X

M := MFtr(E)oyp e [Qx Q—o>X1] .
Osserviamo che 'insieme dei fattori e I'insieme dei segni ; vengono considerati ordinati in due sequenze

da considerare parallele che possono essere finite o infinite, a seconda del cardinale di dell’insieme degli

indici J che hanno in comune.

C30d.02 Si dice linguaggio fattoriale del linguaggio E sull’alfabeto X:
Ely = E®+ (M%), € Lngy .
Spesso questa notazione puo essere semplificata nella E!.

Utilizzando la produttoria cartesiana [B10e01] definiamo la funzione fattoriale basata sul linguaggio E:
fun(E!) = fun(E®+ (M");,) € [X,_jlng— Lng] .
Si dice espressione fattoriale del linguaggio E:
(Fj : j € HHfun(EY) := (EN)(¥ ') € Lngp

Si noti che E € Ry <= Ftr(E) C, Lngpy <= X C, H <= M ¢ una matrice quadrata di ordine
finito; solo in tal caso E! & un linguaggio vero e proprio, cioé un sottoinsieme di un monoide libero
finitamente generato, e solo in tal caso fun(E!) & una ordinaria composizione associata a un linguaggio.
Le generalizzazioni implicite nelle precedenti definizioni non portano comunque a difficolta .

C30d.03 TeoremaVseN : (F; | j € Hfun(E!) = (F; |: j € J)fun(EINX") .

Dim:VseN : (F;[:j€)fun(M*),, = (MFtr(E))j, = | 11:3.17 | = E;

(Fj |: 5 € )fun(EY) =(F; |: j € Hfun(E®) + 3 (F; | j € Hfun(M®),, =E®+ 3 _NE=En

Si noti che 'espressione fattoriale di un linguaggio non sviluppata ha un contenuto equivalente a quello
di FTR(E).

C30d.04 Esempio Consideriamo E = (a*b+b%a)* come nell’esempio 11:3.23 e introduciamo il seguente
sistema di abbreviazioni:
p = 0 A" E EbT (n+b'a)E a*bE (p +b*a)BOT 4+ p  a*bEHT
Colme oz T2 s Ty Ts5 T x7
Otteniamo allora
r1 1 I1 X1
M= [ %0 @6 @1 o)
o X3 T2 X1
To Ty Ts X1

El= 0 + 20 + 2021 + 2324 + 222 + 21 T5 + ... + To X2 T1...

Per la determinazione di E! € R, nel caso E € Rp vedi 5D677 e 6 D 477.
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C30d.05 Consideriamo A C, AW , E,Fy,...,Fs € Lngy , X :=: {z1,..., 25} :Cp, AW \ A ed una
collezione di linguaggi L C Lngy . Sipud porre il problema della determinazione di un G € Lngg C Lngy
tale che <F1,...,Fs>fun(G) C E e che <F1,...,Fs>fun(G) tra 1 linguaggi precedenti abbia estensione
massimale.

Un tale problema si dice problema di approssimazione del linguaggio E di primo tipo o con composizione
incognita.

C30d.06 Si dice linguaggio di migliore approssimazione del linguaggio E mediante {Fy, .., F }:

bal(E;Fy,...Fo) = E®+ > > (24, e Ta,) =

teNF,, ..F,,cE
EC+ ) > (Zay - o Ta,) i= F € Lngy,
teN <Fa1,...,F(xt>eSftrnt(E)
Si dice funzione di migliore approssimazione del linguaggio E mediante Fq, ..., Fg:
baf(E; Fy,...,Fs) = fun(F) € f Lng® — Lng
Si dice migliore approssimazione del linguaggio E mediante Fq, ..., Fg:

ba(E;F1, .., ) i= (F1, ..., F)fun(F) = (Fy,...,Fy)bal(fun(E; Fy, ..., F,))

C30d.07 Prop. ba((E;Fy,...,Fs)) = > {(F1,....,Fs)fun(G) CE |: G € Lngy }.
Dim.: ba((E; Fy, ..., F)) =(F1, ... F)fun(E® + 30, N F,  F. cE(Tay - Ta,)) =
=E% + N F., . Fo,cE(Far o Fa) = E® 4+ 30, oy o{(Fu, o, Fufun(G) CE: G C X'}

C30d.08 ba|(<E; Fi,..., FS>) costituisce quindi una soluzione al problema di approssimazione di E con
composizione incognita .

Per particolari E,Fy, ..., Fy potrebbe trovarsi G € Lngy \ ba|(<E; Fi,..., Fs>) tale che
(F1,....,Fs)fun(G) = ba({E; Fy,....Fy)) .

C30d.09 Esempio Consideriamo due linguaggi F; e Fy tali che F; C Fo C E e F1F; € E e quindi tali
che Vt=2,3,4,... | Fqo,..Fo, ZE.

Questo accade per esempio ad Fy =a, Fo=a+b, E=a+b+c, ba|(<E; Fi, F2>) =z, + 2y .

ba(<E; Fi, F2>) =F+Fy;=Fg :<F17 F2>fun(G) con G = xg # x1 + To.

baI(<E; Fq,..., FS>) ha pero il pregio di essere determinato univocamente e in modo relativamente sem-
plice; inoltre per ogni altro G si ha G C ba|(<E; Fi,..., Fs>) .

C30d.10 Prop. bal((E;Fy,....F.))s = E®+ > > {GC X" ¢ (Fy,...,F,)fun(G) C E}
SGP
= > {G € Lngy | <F1, ey F5>fun(G) C E} .

L’esposizione in https://www.mi.imati.cnr.it/alberto/ e https://arm.mi.imati.cnr.it/Matexp/matexp_main.php
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