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B320.01 In questo capitolo studiamo gli spazi vettoriali costituiti dalle sequenze finite di una de-
terminata lunghezza che chiamiamo “dimensione” le cui componenti sono numeri razionali o analoghi

oggetti con valenza numerica.

Queste entita numeriche sono definite come le entita alle quali possono essere applicate due operazioni
che godono di molte delle proprieta della somma e del prodotto dei numeri razionali.

Gli insiemi muniti di queste due operazioni, che chiamiamo sempre somma e prodotto, vengono chia-
mati “campi” e, grazie alle accennate proprieta, vengono considerati insiemi numerici.

Gli spazi vettoriali che affrontiamo sono generalizzazioni della retta razionale QQ e del piano Q x Q visti
nei capitoli B30 e B31.
Il campo dei razionali & 'unico campo che abbiamo potuto definire in modo costruttivo; piu oltre

definiremo altri campi, in particolare il campo dei numeri reali e il campo dei numeri complessi.

Nel seguito di questo capitolo ci serviremo di esempi riguardanti esclusivamente sequenze di numeri
razionali.

Tuttavia assumiamo un primo atteggiamento rivolto all’astrazione facendo riferimento a un possibile
campo generico che denoteremo con F e segnalando che le costruzioni e le proprieta che si vanno
esponendo si possono applicare a ciascuno dei campi che soi possono definire e anticipando che molti
risultati di queste pagine sono validi per oggetti e situazioni assai piu generali.
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B32 a. spazi vettoriali di sequenze numeriche

B32a.01 Introduciamo la scrittura Qg per denotare la struttura della specie campo costituita
dall’insieme dei numeri razionali Q munito delle operazioni di somma, differenza e prodotto tra suoi
elementi, dei suoi elementi particolari 0 e 1 e dalla divisione tra un suo elemento qualsiasi e un suo
elemento diverso da 0.

Nel seguito con d, e ed f denotiamo numeri interi positivi e rivolgiamo I'attenzione a Q*%, la potenza
cartesiana d-esima di Q.

Prenderemo in considerazione anche una struttura generica, non precisamente individuata, che de-
notiamo con Fpyy e chiamiamo “campo” che intende generalizzare Qp;; la quale € costituita da un
insieme F costituente il terreno del campo e da operazioni ed elementi con ruoli formalmente molto

simili a quelli che costituiscono il campo dei numeri razionali.

Denotiamo inoltre con F*% 1a potenza cartesiana d-esima della struttura Fg;qy, ossia I'insieme delle
d-uple di elementi di F (che denotiamo con scritture della forma a =(ay,as,...,aq)) munito delle
estensioni cartesiane dei componenti del campo F 4.

Si osserva che se in particolare F = Q, per d = 1 si ha la retta razionale Q, per d = 2 il piano Q x Q e
per d = 3 lo spazio tridimensionale Q3.

Dobbiamo anche avvertire che spesso la distinzione tra un campo e il suo terreno viene trascurata
confidando che il contesto annulli i rischi di incomprensioni che possono derivare dalla identificazione
di un F con Fgyg.

Aggiungiamo che nel seguito, come spesso accade, chiamiamo scalari gli elementi di un campo e diciamo
vettori d-dimensionali o punti d-dimensionali le d-uple di tali scalari.

B32a.02 I vettori si incontrano in una grande varieta di argomentazioni nella matematica e nelle sue
applicazioni e vengono denotati in vari modi: utilizzando lettere in grassetto come x o b; e con simboli
come H, Ei o) |3>

Qui presentiamo i vettori con scritture come v :<v1, V2, eeny vd> .

Le componenti di una tale sequenza si dicono anche coordinate cartesiane del vettore v.

Consideriamo dunque un campo generico Fpyy = <IF, +,—,/,0, 1> e osserviamo di aver denotato le
operazioni di somma, differenza, prodotto e divisione con gli stessi segni usati per i numeri razionali,
mentre lo zero e 'unita sono denotati con segni leggermente diversi.

Aggiungiamo tuttavia che in molti contesti certe differenze e certe confusioni di segni non rivestono
grande importanza; la precisione delle notazioni ¢ invece importante per la redazione di testi che si
vogliono gestire con strumenti automatici.

In ogni campo F g 'elemento zero si distingue dagli altri elementi e conviene servirsi di una notazione
particolare per 'insieme degli elementi di F diversi da zero: scriviamo quindi:

(1) F,. := F\{0}.

Tra i vettori di F*¢ gioca invece un ruolo particolare la sequenza di d zeri del campo, ossia 0%¢
(scrittura abbreviata spesso con Od); questa sequenza viene chiamata vettore zero o vettore nullo di F*¢
e si denota con 04; come per il piano dei razionali, quando ¢ lecito trascurare di segnalare la dimensione
d abbreviamo 0*? con il solo 0.
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Spesso interessa distinguere il vettore nullo da tutti gli altri vettori e conviene usare una notazione
specifica per l'insieme dei vettori di F*4 diversi da quello nullo: introduciamo quindi la notazione

(2) Fx4,. = F*\ {04} .

B32a.03 A partire dalle operazioni di somma e prodotto del campo F, definiamo 1’operazione binaria
somma di due vettori di F*¢ e la composizione moltiplicazione di un vettore per uno scalare di F*<.

Consideriamo per questo due vettori di F*dy :<vl7 e vd> ew :<v1, e vd> e lo scalare o € FF.
Si definisce vettore somma di v e w la somma termine a termine delle due sequenze, cioe
V4+w = <’U1 + w1,V + Wa, ..., Vg +wd> .
Si definisce moltiplicazione per lo scalare « del vettore v la sequenza
axv = Vo= (Qv1, QU .., QUG .
In genere la precedente espressione si semplifica nella av.

Si verifica facilmente che valgono le proprieta che seguono.

(1) Commutativita della somma:

VvweF* @ viw=w+v.

(2) Associativita della somma:

VvwaueF* @ v (wtu)=(v+w) +u.

(3) 1l vettore nullo 04 € F*? & elemento neutro per la somma:

VveF* © v40,=v equindi Oj+v=v.

(4) Ad ogni vettore ¢ associato un vettore opposto per la somma:

VveF* © J_veF* taleche v+ (—v)=(—v)+v=0.

(5) Proprieta della moltiplicazione per uno scalare:
YvweF*?, Va,BeF
alv+w)=av+aw, (a+pf)v=av+pv, (af)v=a(Bv), Iv=v, 0v=10,4.

B32a.04 Dato un qualsiasi campo F i cui elementi chiamiamo “scalari” si dice spazio vettoriale su F
una struttura che consiste in un insieme di entita chiamati “vettori”, nel campo F, in una operazione
binaria tra vettori chiamata somma, in una operazione chiamata moltiplicazione dei vettori per uno
scalare che a un vettore associa un altro vettore, struttura per le cui componenti valgono le proprieta
presentate nel paragrafo precedente.

Un insieme molto ampio di spazi vettoriali si ottiene considerando le funzioni che a ogni elemento
di un certo insieme D associano un elemento di un campo F; si definisce come somma di due di tali
funzioni f e g la funzione che associa a ogni z € D la somma dei loro valori f(z) 4 g(z) e si definisce
come moltiplicazione della funzione f per I’elemento del campo « € F la funzione che ad x associa la
funzione « f(x), proporzionale alla f(z).

Si verifica facilmente che per tale spazio sono valide le proprieta a03(1-5).
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Le suddette estensioni delle operazioni somma e moltiplicazione per scalari si dicono estensioni funzionali
delle operazioni sul campo.

Si osserva che lo spazio vettoriale F*¢ delle sequenze di una data lunghezza d di elementi di F co-
stituisce un caso particolare di spazio di funzioni con valori su un campo: infatti queste sequenze si
possono considerare le funzioni aventi come dominio {1, 2, ..., d}, cioé 'insieme delle posizioni delle sue
componenti, e come codominio il terreno di F.

B32a.05 Limitiamoci ora ai vettori dello spazio vettoriale d-dimensionale F*<.

Due vettori nonnulli v e w si dicono vettori proporzionali o vettori collineari sse esiste un « € F \ {0} tale
che v=aw.

La proporzionalita tra vettori ¢ evidentemente un’equivalenza su F*4,. ele classi di questa equivalenza
sono spesso chiamati raggi dello spazio vettoriale.

Per esempio allo stesso raggio di F** appartengono i vettori (1,2, —3), (2.5,5, =7.5) e (—0.2, —0.4,0.6).

Consideriamo l'intero positivo k e l'insieme di k vettori di F*¢ {v1,V2,...,vg}. Si dice combinazione
lineare dei vettori ogni composizione della forma

k
a1V +FagVe + - Fag Vg = E QpVp
h=1

dove per ogni h = 1,2, ...,k ap denota uno scalare.
Gli scalari che intervengono in una combinazione lineare sono detti coefficienti della combinazione lineare.
Di due vettori proporzionali si puo dire che uno € combinazione lineare dell’altro.

Tra le combinazioni lineari di ogni insieme finito di vettori wy,...,wj si trova il vettore nullo: infatti
k

questo si puo ottenere con ogni combinazione lineare della forma E Owp, = 0.

h=1
Le notazioni precedenti per le combinazioni lineari sono le piti usate, ma qui useremo spesso anche le
notazioni equivalenti

k
viar t+voag + -+ Vo = E Vp O
h=1

in accordo con ’'aver considerate equivalenti le scritture av e va.

La notazione che pone i coeflicienti a destra dei vettori conduce in maniera piu semplice al sistema di
espressioni riguardante le rappresentazioni matriciali delle trasformazioni, come vedremo nel paragrafo
che segue.

B32a.06 Come vedremo, molto spesso serve esprimere i vettori che si stanno esaminando come
combinazioni lineare dei vettori di determinate collezioni finite di F*?. In effetti risulta conveniente
nella pratica di servirsi di determinate sequenze di vettori di riferimento. Vediamo quali di questi
insiemi di riferimento sono i pitt convenienti.

Un insieme di vettori di F*? si dice costituire un insieme di vettori linearmente indipendenti sse non si pud
esprimere nessuno di essi come combinazione lineare degli altri.

Viceversa un insieme di vettori tale che almeno uno di essi si puo esprimere come combinazione lineare
dei rimanenti si dice insieme di vettori linearmente dipendenti.

Diamo alcuni esempi di insiemi di vettori linearmente dipendenti.
In Q x Q: {(0,1),(1,0),(2,-2)} e {(1,1),(1,—1),(a,b)} per a e b razionali arbitrari.
In Q*3: {(0,1,0),(1,0,0),(2,-2,0),(1,2,5)} e {(1,0,0),(0,1,0), (1, —1,0)(—1,—1,—1)}.
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L . . . k—1 .
In qualsiasi dimensione {u, uc}, quali che siano u € F*leceQ,e {u1,...,up_1,>",_1 updp}, quali che
siano uq,...,u,_1 € F*Y e dy,....dp_1 € Q.

B32a.07 Si osserva che aggiungendo qualche vettore a un sistema di vettori linearmente dipendenti
si ottiene ancora un sistema di vettori linearmente dipendenti.

All’opposto si osserva che eliminando qualche elemento da un sistema di vettori linearmente indipen-
denti si ottiene ancora un sistema di vettori linearmente indipendenti.

(1) Prop.:  Un insieme finito di vettori {uy,...,ur} C F*? costituisce un insieme di vettori linear-
mente indipendenti <= per ogni k-upla di scalari <cl, ...,ck> che soddisfa 1'uguaglianza lineare

2221 up,c, = 0 deveessereci =cy =...=c¢;, =0.
Dim.: Se esistesse una sequenza-k <cl7027 ...7ck> £ 0*F per la quale 22:1 upc, = 0, posto che sia
¢; # 0 per un opportuno j tale che 1 < j < k, sarebbe possibile scrivere u; = —— Z uy cp,

.
J h=1,..,k A h#j
cioé non si avrebbe l'indipendenza lineare di {uy, ...,ug} s

In uno spazio vettoriale un insieme di vettori che consente di esprimere ogni vettore come loro combi-
nazione lineare si dice sistema completo di vettori.

In Q*? sono sistemi completi di vettori gli insiemi
{(1,1,0),(1,0,1),(0,—2,—-2)} e {(1,0,—2),(—1.5,0,3.6),(2,0,—2)} .
All'opposto si constata che sono sistemi incompleti
{(1,1,0),(—0.5,2.3,0), (2, =2,0)} e {(1,0,—2),(—1.5,0,3.6),(2,0,—2)} .
Si trova essere incompleto anche {(1,—2,3), (1,2,-3) . (0.5,-3,4.5) , (1,6,—9)} .

B32a.08 Dato che togliendo qualche elemento da un sistema di vettori linearmente indipendenti si
ha ancora un sistema di vettori linearmente indipendenti, tra questi insiemi di vettori hanno maggiore
interesse i piu estesi, in quanto tutti gli altri si possono ottenere da questi con semplici eliminazioni.

Viceversa, dato che aggiungendo qualche nuovo vettore a un sistema di vettori linearmente dipendenti
si ha ancora un sistema di vettori linearmente dipendenti, tra questi insiemi di vettori hanno mag-
giore interesse quelli il pitt possibile ristretti, in quanto molti altri si possono ottenere da questi con
ampliamenti effettuabili in completa liberta.

Un sistema di vettori linearmente dipendenti come strumento per esprimere altri vettori mediante loro
combinazioni lineari in genere va considerato uno strumento poco economico, in quanto evidentemente

ridondante.
k—1
Consideriamo per esempio < Uy, ..., Ux_1, E up dp, ¢ ed un vettore combinazione lineare dei vettori nel
h=1
k
precedente insieme v = E u; ap; questo puo esprimersi anche come
i=1

k—1 k—1 k—1

> unan +ay <Z Uhdh> = > up(an +dy) ,

h=1 h=1 h=1
cioe come combinazione lineare di soli k¥ — 1 vettori.
Un sistema di vettori linearmente dipendenti contiene dunque qualche elemento del quale si puo fare
a meno nelle manovre che si servono di combinazioni lineari.
Quindi, in linea di massima, i sistemi di vettori linearmente indipendenti vanno considerati strumenti
pill essenziali dei sistemi di vettori linearmente dipendenti.
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B32a.09 Si dice base per uno spazio F*¢ ogni sistema completo di vettori linearmente indipendenti. Per
le considerazioni precedenti le basi di uno spazio vettoriale sono da considerare strumenti convenienti

per fornire combinazioni lineari, in quanto economici e capaci di esprimere tutti i vettori.

Consideriamo i d vettori
(1) e; :=(1,0,...,0) , ea :=(0,1,...,0) , ..., eg:=(0,0,...,1) .

Essi costituiscono un insieme di vettori linearmente indipendenti, in quanto evidentemente
k
E CL €, :<cl,02, ...,ck> =0implicaci =co=---=c¢c,=0.
h=1

Ogni vettore di F*? v :<v1, Vo, ... ,vd> si puo esprimere come combinazione lineare di questi vettori:

d
(2) <U17U27--~7Ud> = Z €;V; .
i=1

Quindi linsieme By, = {e1,e2,...,€e;} costituisce una base di F*<; tale base & detta base canonica
di T4,
Per semplicita espositiva in genere si considerano basi ordinate, cioe sequenze di vettori diversi tali che

I'insieme dei suoi d componenti costituisca una base per lo spazio.

Quando si stabilisce di fare riferimento ad una determinata base ordinata ogni suo vettore si puo
individuare con 'intero che fornisce la sua posizione nella sequenza.

Ad esempio se si conviene di fare riferimento a una base ordinata canonica come (e, €s,...,€4), puod

2), ..y |d) .

Ciascuno di questi simboli & detto ket e fa parte delle cosiddette notazioni di Dirac per gli spazi vettoriali,

essere comodo denotare i suoi componenti con i simboli |1>7

notazioni che riprenderemo in :d .

B32a.10 I vettori di uno spazio F*? sono strumenti di lavoro ampiamente usati e conviene prepararsi
a richiamarli servendosi di varie notazioni.

In molte formule sui vettori interviene la funzione delta di Kronecker, funzione che puo considerarsi
del genere [ Z x Z —» {0, 1}_'| o di un genere l'_(d ] x(d]+— {0, 1}_'| per un particolare d e le cui
componenti sono definite dalla

J1 ssei=y
(1) dij 1= {0 sse i # j

Per esempio per ogni i =1,2,...,d il vettore i-esimo della base canonica ¢ dato dall’espressione
(2) e = (6;1,0i2,..,0a) -

I vettori specifici di uno spazio F*? in molte circostanze si trattano vantaggiosamente mediante i
cosiddetti vettori colonna, matrici di profilo d x 1. Alcuni esempi di vettori colonna sono

U1

a 1 U2
T .
b 2 :
I3 :

Va

Un esempio di combinazione lineare viene presentato con la scrittura

. U1 wy | |av+Bw
VU17U27w17w27a7B€F . a[v2:|+6|:w2:| - |:O[U2+5'LU2:|
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Molti insiemi di vettori di uno spazio F*? si individuano mediante equazioni e disequazioni nelle quali
intervengono simboli variabili che esprimono le singole coordinate; tipicamente si denota con x; la

variabile per la componente i-esima, con i = 1,2, ..., d.

In alternativa se d = 2, 3,4 si trova comodo usare = invece di x1, y invece di x2, z invece di x3 e w

invece di z4.

B32a.11 Si dimostra in generale, ovvero nell’ambito della trattazione assiomatica della teoria degli
insiemi servendosi del cosiddetto lemma di Zorn (wi), che ogni spazio vettoriale non ridotto a {0}
possiede una base [Roman: Advanced Linear Algebra p. 37].

Qui possiamo dimostrare che in uno spazio vettoriale che possiede un insieme spanning finito S, cioe
un insieme finito di vettori che consente di esprimere ogni altro vettore come sua combinazione lineare,

puo condurre a un sisteme linearmente indipendente che ha cardinale non superiore ad |S].

(1) Prop.: Sia V uno spazio vettoriale, Z = {vq,va,...,v,} un suo insieme di vettori linearmente
indipendenti ed S = {wj,Ws,...,w,;,} un sottoinsieme spanning (finito) di V. Allora n < m.

Dim.: Facciamo riferimento a coppie di sequenze di vettori che modifichiamo attraverso successivi stadi
che contrassegnamo con [0], [1], ... ed [n].

Wi Wo ... W), - — — Vi Vg ...V,

vy si puo esprimere come combinazione lineare dei w; con almeno un coefficiente diverso da zero; da
questa combinazione si ricava un’espressione di uno dei w; come combinazione dei rimanenti vettori di

Sediv;g.

Si giunge quindi alla coppia di sequenze dello stadio [1]
Vi Woq...Wp 1 ——— Vg ..V, [1]

La prima sequenza riguarda ancora un insieme spanning nel quale il primo vettore dell’insieme Z ha
rimpiazzato uno dei vettori di S; la seconda ¢ stato semplicemente decurtata del primo vettore.
Inoltre si ¢ convenuto di usare le notazioni w; 1 per esprimere la prima sequenza decurtata del vettore
w; rimpiazzato.

Si esegue lo stadio [2] considerando che vy si pud esprimere come combinazione lineare dei vettori della
prima sequenza nella quale almeno uno dei coefficienti dei w;; ¢ diverso da 0. Questo rende possibile
sostituire uno di questi vettori di S con vy ottenendo la coppia di sequenze

Vi Vo W32 ... Wi 2 - — V3 ... Vp, [2]

Ancora la prima sequenza costituisce un insieme spanning e risulta possibile esprimere v3 come com-
binazione lineare dei primi vettori nella quale almeno uno dei coefficienti dei w; 2 & diverso da 0 (non
si puo esprimere un vettore v; come combinazione lineare dei soli rimanenti vettori di Z.

11 procedimento quindi puod proseguire fino allo stadio [n] nel quale sono stati eliminati tutti i vettori
di Z caratterizzabili con la scrittura:

Vi ooV Wy -oe Wi g - [TL]
Dunque i vettori dell’insieme spanning S devono essere in numero non inferiore ad n y
B32a.12 (1) Coroll.:  Ogni spazio vettoriale V che possiede un insieme spanning finito ha tutte le
basi con lo stesso cardinale di tale insieme.

Dim.: Siano 81 e B3 due basi di V. Il procedimento visto in al0 si puo effettuare con By nel ruolo di
insieme spanning S e con B nel ruolo di insieme di vettori linearmente indipendenti fino a concludere
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che |By| > |Bz|. Ma esso si puo effettuare anche con Bs nel ruolo di insieme spanning S e con B; nel
ruolo di insieme di vettori linearmente indipendenti fino a stabilire che |B;| < |Bs| e conseguentememte
concludere che |By| = |Ba| s

Ogni spazio vettoriale V che possiede un insieme spanning finito ¢ caratterizzato dall’intero positivo
che fornisce il cardinale di tutte le sue basi. Questo si chiama dimensione dello spazio V e si denota con
dim( V).

Se dim( V) =: n, si dice che V ha d dimensioni, ovvero che ¢ uno spazio d-dimensionale.

Lo spazio F*4 delle sequenze di lunghezza d ha d dimensioni, in quanto la sua base canonica & costituita
dai d vettori ey, €a, ..., € e quindi tutte le sue basi hanno cardinale d.

Prescindendo dal particolare valore d, gli spazi vettoriali dotati di un insieme spanning finito si dicono
spazi finitodimensionali o spazi di dimensioni finite.

B32a.13 Consideriamo uno spazio vettoriale d-dimensionale e una sua base ordinata <u1, us, ..., ud>
; ciascuno dei suoi vettori si puo esprimere in un unico modo come combinazione lineare dei vettori
della base.

Quindi ogni spazio finitodimensionale su un campo F si puo trattare come uno spazio vettoriale di

sequenze di elementi del campo aventi una unuca determinata lunghezza.

Si usa anche dire che lo spazio F*? costituisce un “modello canonico” di tutti gli spazi d-dimensionali
sul campo F.
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B32 b. sottospazi

B32b.01 Si dice sottospazio di F*¢ ogni suo sottoinsieme S tale che ogni combinazione lineare di suoi
vettori appartenga allo stesso S. Questa caratteristica di un sottospazio si esprime equivalentemente
dicendo che questo insieme di vettori e insieme di vettori chiuso per combinazione lineare.

La proprieta di chiusura per combinazione lineare di un sottospazio S significa che effettuando una
qualsiasi combinazione lineare di un qualsiasi insieme di vettori di S si puo ottenere solo un altro
elemento di S.

Due casi molto particolari di sottospazi di F*? sono il sottospazio nullo {OXd}; lo stesso F*¢ viene detto
sottospazio improprio di se stesso.
Ogni sottospazio di F*? sottoinsieme proprio dell’intero spazio si dice sottospazio proprio.

Sottospazi semplici da descrivere sono i sottospazi monodimensionali, cioe gli insiemi definibili come
vF := {c € F :| vc} servendosi di un qualsiasi vettore nonnullo v. Le proprieta dei sottospazi monodi-
mensionali sono in stretta corrispondenza con le proprieta del campo F, fatto che si esprime dicendo
che sono strutture isomorfe con F.

Da notare che, presi due vettori v e w accade che vIF = wlF sse i due vettori sono collineari.

B32b.02 Per d > 2 ¢ utile considerare i sottospazi particolari costituiti da d-uple le quali hanno
alcune componenti uguali a 0 e le componenti rimanenti arbitrariamente variabili in F.

Per questi sottospazi usiamo il termine sottospazi con coordinate azzerate e la corrispondente abbrevia-
zione SSCZ.

Osserviamo esplicitamente che sono sscz di >4 questo stesso sottospazio improprio e il suo sottospazio
nullo {0}; gli altri sscz, prevedibilmente, sono chiamati sscz propri.

In F x F sono sscz propri ’asse delle ascisse e I'asse delle ordinate.

In F*3 sono sottospazi sscz propri:

Ssczg11 = {y,z € Q| (0,y,2)}, insieme individuato dall’equazione = = 0, chiamato piano z =0 e
denotato con Oyz;
Ssczig1 = {wx,z € Q| (x,0,2)}, insieme individuato dall’equazione y = 0, chiamato piano y = 0 e
denotato con Oxz;
Sscz119 = {z,y € Q| (z,9,0)}, insieme individuato dall’equazione z = 0, chiamato piano z = 0 e
denotato con Oxy;
Ssczigo = {z € Q| (£,0,0)}, insieme individuato dal sistema di equazioni y = z = 0, chiamatoasse
della prima coordinata (x) e denotato con Ox; Ssczgig = {y € Q| (0,y,0)}, insieme individuato dal

sistema di equazioni x = z = 0, chiamato asse della seconda coordinata (y) e denotato con Oy;
Ssczgo1 = {z € Q| (0,0,z)}, insieme individuato dal sistema di equazioni x = y = 0, chiamato asse
della terza coordinata (z) e denotato con Oz.

Le precedenti notazioni si possono generalizzare per gli spazi di dimensioni superiori a 3 con notazioni
che presentano d-uple di cifre binarie della forma Ssczy, p, .5, con 0 < Z?:l b; < d ; una tale scrittura
individua il sottospazio dei vettori la cui i-esima coordinata vale O sse il corrispondente b; = 0 e puo
assumere qualsiasi valore di F sse b; = 1.

Per esempio in F** potrebbero interessare
Ssczyi01 = {x,y,w € F:| (x,y,0,w)} e Ssczip11 = {z,z,weF | (x,0,z,w)} .

Evidentemente Ssczgggp & il sottospazio nullo tetradimensionale {(0,0,0,0)}, mentre Ssczyi111 = F*°.
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B32b.03 Un sscz che riguarda I’annullamento di una sola coordinata, ad esempio la i-esima, si puo
individuare con la semplice equazione [z; = 0]. Un sscz che corrisponde all’annullamento di pitt
coordinate si individua con il sistema delle equazioni di annullamento di tali coordinate: per esempio
Ssczy001 si pud identificare con la scrittura f 2, =0A 24 =07 o con equivalente sistema di equazioni

y=0
z=0

Se si intersecano due sottospazi sscz si ottiene un altro sottospazio dello stesso tipo: per esempio

di annullamento

SSC21101 ﬂSSCZmH = {x,w cF :| (x,0,0,w>} = SSC21001 .

In generale l'intersezione di due sscz si esprime con il sistema di equazioni di annullamento di coordinate
costituito dall’unione delle equazioni di annullamento che individuano i due sottospazi.

Per esempio per l'intersezione dei due sscz

To = 0 xr1 = 0
SSC210010 . I3 = 0 e SSCZO1010 . Tr3 = 0
Iy = 0 Ty = 0
abbiamo
xrp = 0
Xro = 0
Ssczpoo1
00010 T3 = 0
Ty = 0

Pitt compattamente

E$2=0/\1‘3:0/\l‘5=0} N E$1:0/\$3:0/\.’E5=O} = E$1=O/\1‘2:0/\£3=O/\$5:0} .

B32b.04 In generale anche lintersezione di due sottospazi qualsiasi S; e So di uno spazio F*? & un
sottospazio. Infatti scelti come si vuole 'intero positivo k, i vettori vy, ..., v in S; N Sy, e altrettanti
scalari ci, ..., cx, la combinazione lineare ), _; vj, ¢;, deve appartenere ad entrambi i sottospazi e quindi
anche alla loro intersezione.

Se si confrontano due sottospazi S; ed S di F*? propri e nonnulli possono verificarsi le seguenti
situazioni:

(1) Sl = SQ;

(2) S C Sa, relazione equivalente alla S; NSy = S7, a sua volta equivalente alla S; U Sy = So;

(3) So C 51, relazione equivalente alla S; NSy = S5 e alla S; U Sy = Sy

(4) S1 N Sy sottospazio nonnullo;

(

) S, NSy = {0}.

Nei primi tre casi S7 e S5 si dicono sottospazi comparabili; nei due casi restanti sottospazi noncomparabili

4
4
e in tal caso esistono vettori nonnulli di S; che non appartengono ad Sy e vettori nonnulli di Sy che

non appartengono ad Sy, ovvero si puo affermare S;\ Sy # {0} e Sy\ S; # {0} .

Semplici esempi delle precedenti situazioni si ottengono con sottospazi sscz:
Ssczyi010 C Ssczio11 , SSCzip101 D SSCZpo100

X6
{0} C Ssczpii010 = Ssczoi1110 N Ssczi11011 € Ssczor1110 , C SsCzi1011 -

B32b.05 Dato un E c F*? si dice chiusura lineare di F insieme di tutte le combinazioni lineari di
elementi di F; denotiamo tale insieme con span(E).
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Evidentemente la chiusura lineare di un qualsiasi insieme di vettori di F*? & un sottospazio di tale
spazio ambiente: infatti la combinazione lineare di due vettori che sono combinazioni lineari di vettori

di un dato insieme FE si puo riscrivere come combinazione lineare di vettori di F.

Questo fatto pud essere chiarito dalla seguente formula, nella quale si assume E = {vy,va, ..., v}

k

k k
(1) @ (Z chvh> + 3 <Z dhvh> = Z(ah cp + Bdh)vh .
h=1 h=1

h=1

Un insieme di vettori chiusura lineare della forma span(E) viene chiamato anche sottospazio sotteso dai
vettori costituenti I'insieme di vettori E.

Il simbolo span individua una funzione che ha come dominio ‘B(FXdL la collezione di tutti i sottoinsiemi
di F*?, e come codominio l'insieme di tutti i sottospazi di F*4, insieme che denotiamo con I’espressione
Sbusp(F*?) .

Questa funzione di insiemi € evidentemente un ampliamento, cioé per ogni E C F*? si ha span(E) D E.
Inoltre essa & una funzione idempotente, ovvero span(span(E)) = span(E). Come vedremo queste
due proprieta caratterizzano I'importante insieme delle funzioni chiamate chiusure [B54e].

La chiusura lineare dell’insieme F si puo anche individuare come il piu ridotto dei sottospazi che
contiene tale F ed equivalentemente come intersezione di tutti i sottospazi che contengono E:

(2) span(E) = [|{S € Sbusp(F*?) || S 2 E} .

B32b.06 Consideriamo due sottospazi S; ed S, e la loro unione U := S; U S, . Ovviamente se essi
sono confrontabili la loro unione coincide con il piu esteso dei sottospazi operandi dell’unione. Se invece
essi non sono confrontabili U non & un sottospazio.

Un controesempio evidente si osserva gia in due dimensioni: due sottospazi noncomparabili sono due
rette diverse passanti per l'origine; queste rette hanno in comune solo l'origine, mentre la somma di
due vettori nonnulli, il primo appartenente (solo) alla prima retta, il secondo (solo) alla seconda, non
puo appartenere a nessuna delle due rette.

Altri semplici controesempi sono forniti da opportune coppie di sscz; consideriamo Ssczy199 € Ssczp110;
e; € Ssczy190, €3 € SSCZOllo, mentre e; + es € Ssczi11009 U Ssczp11¢.

In generale si possono considerare i due vettori vi € S\ Sz e vo € S5\ S7 e si trova che v; + vo non
puo appartenere ad Sq, perché in tal caso si avrebbe vo = (v1 + v2) — v; € Sp, contro l'ipotesi; per
simmetria tale vettore non puo appartenere ad Sy e dunque non a Sy U Ss.

Si deve invece concludere che vi +vs &€ 57 U Ss.

Si trova invece che € un sottospazio la chiusura lineare dell’unione di due sottospazi, cio¢ span(S;USs).
Per esempio accade che
e; +e3 e span(Sscznoo U SSC20110) = Sscz1110 -
11 sottospazio span(S; U S2) si dice anche somma dei sottospazi S; ed S5 in quanto esso si pud esprimere
come {vi € S1,va € Sy :| vi +vo}. Esso si denota anche con S1H.Ss .
Talora e utile considerare la somma di tre e piu spazi.
Gli sscz forniscono anche semplici esempi di somme di sottospazi:
x6
Ssczp101 8 Ssczo110 = Ssczo111 ,  Ssczoi01008 Ssczo10011H Ssczip1011 = R™7 .

Si dimostra facilmente che la somma di sottospazi ¢ un’operazione commutativa, associativa e idem-
potente.
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Inoltre possono servire composizioni di sequenze di sottospazi e per queste proponiamo di servirsi della
sommatoria di sottospazi, costruzione espressa da scritture come

H*: v, .
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B32 c. trasformazioni lineari e loro matrici

B32c.01 Consideriamo due spazi vettoriali sul campo F V ed X; si dice trasformazione lineare di V in
X ogni funzione del genere T € l'_ V—X _'I tale che,

VvwweV,apBelF | Tva+wp) = T(v)a+T(w)p .

La proprieta espressa dalla precedente uguaglianza viene chiamata rispetto della combinazione lineare;
si dice anche che una trasformazione lineare & una funzione tra due spazi vettoriali che mantiene la

combinazione lineare.

Una tale T si chiama anche omomorfismo di spazi vettoriali o omomorfismo lineare di V in X.
L’insieme di queste funzioni si denota con l'_ V—rin X _'I .

In talune circostanze puo essere opportuno fare riferimento specificamente al campo, parlare di omo-
morfismo lineare-F e usare notazioni come I: V—,...FX _'I

B32c.02 Le trasformazioni lineari, dette anche operatori lineari, si incontrano in moltissimi sviluppi
della matematica e delle sue applicazioni e vengono intensamente studiate e utilizzate.

Qui approfondiamo solo lo studio delle trasformazioni lineari tra due spazi di sequenze V = F*? ¢
X = F*¢, ma & opportuno segnalare che si studiano spazi i cui vettori sono funzioni di variabili reali
o complesse con particolari proprieta che risultano particolarmente utili in settori applicativi come
meccanica, fisica atomica, chimica strutturistica, biologia molecolare, statistica, economia e ricerca

operativa.

Vedremo che negli spazi di funzioni reali derivabili la derivazione ¢ una trasformazione lineare, grazie
alla proprieta

d d d
= laf () + Bg(@)) = a @)+ B glx)
Similmente negli spazi di funzioni reali integrabili in un intervallo [a, b] l'integrazione definita in tale

intervallo ¢ una trasformazione lineare che porta allo spazio (monodimensionale) dei numeri reali,
grazie alla

/abdx laf(z)+ Bg(z)] = a/abd:z:f(x)Jrﬁ/abdxg(q;),

Vi sono inoltre spazi di funzioni per le quali si possono definire delle cosiddette trasformate integrali
della forma f: dz T (y, z) f(x); queste trasformate sono trasformazioni lineari grazie a proprieta come

b b b
/ dz T(y.2) [af(z) + Ba(z)] = a / dz T(y,2)f(z) + B / de T(y, 2)g(x) .

B32¢.03 Consideriamo ora trasformazioni lineari entro lo spazio .

Per il loro insieme introduciamo la notazione Lintr(FXd). Conveniamo inoltre di scrivere F,. per
I'insieme degli elementi diversi dallo 0 del campo F.

Per ogni A € F,,, la funzione fve VP vA], cioe la moltiplicazione dei vettori di V per lo scalare A,
si dice anche omotetia centrale di fattore A.

Chiaramente una tale trasformazione lineare & invertibile e la trasformazione inversa della omotetia

centrale di fattore A & 'omotetia centrale di fattore A~ L.

La moltiplicazione per 1 ¢ l'identita o trasformazione identica di V; cio¢ Id y/; se si puo sottintendere
V lidentita si pud denotare con 1 e Pomotetia di fattore A si denota con A -1 o con .
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Se A > 1 si parla di dilatazione e se 0 < A < 1 di contrazione; per A = —1 'omotetia & la Fv } —v7,
cioe la trasformazione chiamata simmetria centrale di centro 0 e, con un termine molto usato in fisica,
inversione spaziale.

Anche la moltiplicazione per il numero 0 puo considerarsi una trasformazione lineare, in quanto il suo
codominio ¢ costituito dal sottospazio costituito dal solo vettore nullo 0%¢, entita che si pud considerare
uno spazio vettoriale a 0 dimensioni.

Essa viene detta trasformazione nulla o trasformazione annichilatrice di F*%; quando si pud evitare di
segnalare V essa si denota con 0.

B32c.04 Altre trasformazioni lineari molto semplici si individuano a partire dai vettori della base
canonica e, €g, ..., €4.

Per ognii = 1,2, ..., d si definisce proiezione sul sottospazio o proiettore sul sottospazio, ; FF la trasformazione
. d
P'I‘]ei = |j Zj:l e]‘Cj H €e;C; —4|
Se si presuppone di fare riferimento alla base canonica ordinata, il precedente proiettore si puo denotare
semplicemente con Prj;.
Si osserva che Prje (Prje,(v)) = Prje,(v) ; questo si esprime dicendo che i proiettori sono operatori

lineari idempotenti, cioé operatori che applicati due volte danno lo stesso risultato che si ottiene
applicandoli una sola volta.

Inoltre si constata che la composizione di due proiettori relativi a due diversi vettori della base canonica
e la trasformazione nulla.

In generale chiamiamo proiettore su un sottospazio F*? ogni operatore lineare idempotente.

B32c.05 Si osserva che le trasformazioni lineari-F lineari di un qualsiasi genere [ V— X1, cioe
aventi come dominio e come codominio due spazi vettoriali sullo stesso campo F possono essere molti-
plicate per uno scalare del campo F e sommate, ovvero possono essere combinate linearmente.

Infatti si puo dare la definizione

Vo, BeF VT, Ue [ V—, wX] | (@T+BU)v) = a-T\)+5-U\).
Si osserva che questa definizione si puo applicare a tutte le funzioni T ed U aventi come codominio
uno spazio vettoriale lineare-IF, quale che sia il loro dominio.

Si osserva inoltre che le trasformazioni lineari, potendo essere combinate linearmente, costituiscono a
loro volta uno spazio vettoriale.
Il vettore nullo di questo spazio ¢ dato dalla trasformazione nulla e il vettore opposto della trasforma-

zione fv i T(v)1ela Fvh T(—v)]1 = fvh —Tw)17.

Esempi semplici e significativi di somme di trasformazioni lineari di Lintr(IFXd) sono le somme di
proiettori.

Vediamo come si pud associare un proiettore ad ogni sscz. Consideriamo la sequenza di d bits b =
by by -+ by e il corrispondente sottospazio Ssczb.

Si dice proiettore corrispondente a tale sscz la trasformazione lineare

d d -
’: ZejchIFXdH ZejbjCj “
j=1 j=1

Per esempio per d = 3 il proiettore relativo alla sscz caratterizzata dall’equazione [z, = 07, cioe il
proiettore sul piano Ox;x3, trasforma il generico vettore v =<’U1, Vo, v3> nel vettore <vl, 0, 113>.

14 B32 algebra lineare sui razionali 2024-08-13



MATeXp — Nozioni di base

Forse conviene osservare esplicitamente che questo vettore e la somma dei vettori e; v1 ed egvs ottenibili
applicando a v, risp., il proiettore Prj; e il proietore Prj;.
Questo induce a considerare il precedente proiettore sul piano Ox;x3 come la somma dei precedenti

proiettori su sottospazi monodimensionali: Prj,y; = Prj, + Prj, .

Evidentemente quindi in generale per il proiettore sopra Ssczy, si ha

d
Prjy v, b, = ZPTjj bj
j=1
In effetti vale il seguente enunciato.

(1) Prop.: Se P, e P, sono due proiettorie P, oP,2 = (AL allora P, + P, ¢ un proiettore.

Due proiettori si dicono proiettori ortogonali sse la loro composizione ¢ la trasformazione nulla.

B32c.06 La definizione di trasformazione lineare richiede anche che ogni combinazione lineare di
vettori appartenenti a dom(7") appartiene allo stesso dom(T'), cio¢ che span(dom(T)) = dom(T) e
dom(T) € Sbusp(V) .

Dunque ogni trasformazione lineare ha come dominio un sottospazio.

Inoltre si trova che anche cod(T) & chiuso rispetto alla combinazione lineare, cioé accade che cod(T) €
Sbusp(V).

Infatti, quali che siano x,y € cod(T) e o, 8 € IF, se v e w sono due vettori di dom(T') tali che, se T'(v) = x
e T(w) =y, allora deve essere

vat+wfg = T(va+wp) €cod(T) .

Dunque le trasformazioni lineari sono funzioni che hanno come dominio e come codominio dei sotto-
spazi.

B32c.07 Introduciamo un sistema di termini che denotano collezioni di trasformazioni lineari tra due
spazi Ve X, eventualmente coincidenti, definite solo caratterizzando i rispettivi domini e codomini.

Denotiamo con l'_ Vi—rin X _'I I'insieme degli omomorfismi lineari L dall’intero V in X, cioe dgli
omomorfismi tali che dom(L) = V; questo insieme di trasformazioni si denota anche con Lintr(V, X).

Denotiamo con l'_ V—rin X :| I'insieme degli omomorfismi L da V sull’intero X, cioe tali che cod(L) =
X; essi sono detti anche epimorfismi lineari.

Denotiamo con I: Vi——>rin X _'I I'insieme degli omomorfismi L dall’intero V sull’intero X, cioé tali
che dom(L) = Ve cod(L) = X.

Denotiamo con l'_ Vi—rin X :| I'insieme degli omomorfismi L da V in X invertibili, cioé tali che
esista L™1 e I:X > Lin V_'I ; essi sono detti anche monomorfismi lineari.

Denotiamo con I: Va—rinX _'I I'insieme dei monomorfismi L dall’intero V nell’intero X, cioe tali che
dom(L) = V, cod(L) = X ed esista L™1; essi sono epimorfismi e sono detti anche isomorfismi lineari.

Quando V=X si parla di endomorfismi lineari entro V e anche di operatori lineari su V.

La loro collezione si denota anche con Lintr( V).

Gli endomorfismi che sono isomorfismi, e quindi permutazioni del loro dominio, si dicono automorfismi
lineari di V e anche operatori lineari invertibili su V.

B32c.08 Ogni trasformazione lineare T del genere [ F**—F*¢ | risulta determinata dai trasformati
dei vettori di una base dello spazio dominio FXd; in particolare ¢ definita dalle sue azioni sui vettori
e;,€, ...,e; della base canonica di F*%.
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Infatti se conosciamo i trasformati 7'(e;) per i = 1,2, ..., d, siamo in grado di determinare il trasformato
da T di ogni vettore v = 25:1 e;v;, grazie alla uguaglianza:

d d
(1) T(v) = <Z em> =) T(ei)v; -
i=1 i=1

I vettori della base canonica di F*¢ li possiamo denotare con u; per h = 1,2,...,e e per ciascuno di
essi possiamo scrivere uy ::<k €(e] 5h7k> .
Supponiamo di conoscere le espressioni dei vettori 7'(e;) come combinazioni lineari degli uy, che scrivi-

amo

e
(2) T(ei) == Y uptn; peri=12..d.
h=1

Per il trasformato del generico vettore v abbiamo quindi

d d e e d
(3) T(v) = Y T(e)vi = DY uptnvi = > up <Zth,ivi>
i=1 h=1 =1

i=1 h=1

L’azione della trasformazione 7' ¢ quindi determinata dalla conoscenza dei d-e scalari 5, ; che conviene
disporre nelle caselle di una matrice di profilo e x d; in essa ’entrata relativa alla riga h e alla colonna
i riguarda il coefficiente del vettore u;, dello sviluppo nella base canonica dello spazio codominio F*®
del trasformato del vettore e; della base canonica dello spazio dominio Fx4.

La matrice cosi individuata si dice matrice rappresentativa della trasformazione nelle basi canoniche degli
spazi codominio e dominio.

Le matrici rappresentative consentono di trattare le trasformazioni lineari con i metodi numerici svilup-
pati per i calcoli sulle matrici e anche con le procedure che li implementano e con i dispositivi hardware
che sono stati sviluppati per poter effettuare con altissima efficienza i calcoli matriciali piti impegnativi.

B32c.09 La formula c08(3) mostra che ad ogni trasformazione lineare del genere l'_]FXd — ]FXE_'I ,
fissate una base di F*¢ e una base di F*€, risulta associata una matrice d X e.

Da essa si ricava anche che ogni matrice di Matg,(F), facendo riferimento a una base di F*? ¢ una
base di F*°, individua una trasformazione lineare di [ F*? —s F*¢1.

Quindi matrici su un campo F e trasformazioni lineari-F sono due nozioni equivalenti-eqp.

In termini operativi la stessa c08(3) dice come precisare I’azione di ogni trasformazione lineare mediante
calcoli matriciali.

Il vettore da trasformare, v € IFXd, si rappresenta con un vettore colonna d x 1 formato dai suoi
coefficienti ¢; nella sua espressione come combinazione lineare dei vettori della base canonica e la
trasformazione si tratta attraverso la sua matrice rappresentativa nelle due basi canoniche di F*? ed
F*¢. 1l vettore trasformato viene allora rappresentato dal vettore colonna e x 1 ottenuto come prodotto
righe per colonne della suddetta matrice per il suddetto vettore colonna.

Si osserva anche che le matrici che individuano le trasformazioni di FIE‘X — IFX"_'I sono in biiezione
con le sequenze di d - e elementi del campo F e quindi consentono di costituire uno spazio vettoriale a
d - e-dimensioni.

B32c¢.10 Prendiamo in esame alcune delle matrici quadrate che rappresentano trasformazioni lineari
di F*? in se.
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Le matrici dell’identita e delle omotetie sono

1 0 ... 0 A0 0
01 ... 0 0 A 0
oo € Do
0O 0 ... 1 0 0 ... A
Le matrici dei proiettori sui vettori della base canonica sono
10 ... 0 00 ... 0 0 0 0
0O 0 ... 0 01 ... 0 0 0 0
0 0 ... 0 00 ... 0 00 ... 1

Le matrici dei proiettori sopra SFAC191, SFAC1011, SFACy1110 Sono, risp.,

0 00 0O
1 00 (1) 8 8 8 01 0 00O
0 0 0 , 00 1 0 e 0 01 0O
0 0 1 00 0 1 0 00 1O
0 00 0O

Trasformazioni piuttosto semplici sono anche le combinazioni lineari di proiettori sui sottospazi generati
dai vettori della base canonica D = Zle Prj; Ai; Veffetto di tale trasformazione ¢

d d d
ZPTJZ)‘l Zejvj = Zei)\ivi
i=1 j=1 i=1

ed essa e rappresentata nella base canonica dalla matrice diagonale

A0 .00
0 X ... 0
0 0 ... A

B32c.11 Molte trasformazioni lineari del genere [ F*? —s F*¢ si trattano convenientemente ma-
nipolando le matrici che le rappresentano nelle basi canoniche. Conviene considerare per prime le
matrici cosiddette matrici diadi che hanno una sola entrata diversa da 0 e uguale a 1.

In particolare consideriamo la matrice binaria M D(j, k) avente come unica entrata uguale a 1 nella
riga j € (d ] e nella colonna k € (e ] e quindi con le componenti esprimibili come

MD;n(j, k) = 0ijonr , perie(d]ehe(e].
Le d - e matrici M D(j, k) costituiscono la base canonica dello spazio vettoriale delle matrici su F di

profilo d x e.

La trasformazione rappresentata dalla matrice diade M D(j, k),associata alla casella (j, k), annichila
tutti i vettori e; della base canonica B, dello spazio dominio F*? ad eccezione di e; che trasforma nel
vettore uy della base canonica 9B, dello spazio codominio F*¢.

Ad esempio, convenendo che per gli indici si abbia z =1, y = 2 e z = 3, abbiamo

3
MDy’Z (Zj:l €; ’Uj) = €Uy .
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B32¢.12 Vediamo per esempio come si decompone una matrice 3 x 2 come combinazione lineare delle
6 matrici diadi 3 x 2:

P q 10 0 1 0 0 0 0 0 0 00
r os| =10 0lp+]|0 Olg+]|1 oflr+]0 1|s+]0 0|t+]0 0]u.
t 00 0 0 0 0 0 0 10 0 1

Nel caso di trasformazione di uno spazio F* in se, la diade corrispondente alla casella (j, k) trasforma
il versore della base canonica e; nel versore e; e annichila ogni altro vettore della base; se in particolare
k = j coincide con il proiettore su e;: MD;; = Pryj; .

B32c.13 Altre interessanti matrici sono le matrici permutative, matrici quadrate binarie che corrispon-
dono a permutazioni di insiemi finiti di interi. Definiamo come matrice permutativa associata alla
permutazione degli interi 1, 2, ..., d p :<p1,p2, ...,pd> € Perm(d ] la matrice binaria di profilo d x d

Mprmt(p) := [i,j € (d]:] dip,] -

01 0 0

. . . . 00 1 0

Per esempio alla permutazione (2,3, 4, 1) risulta associata Mprmt(2,3,4,1) = 00 0 1
1 0 0 0

Si osserva che una matrice permutativa d X d si esprime naturalmente come somma di d diadi; per la
permutazione precedente:

Mprmt<2, 3, 47 1> = MDQ,?, + MD3,4 + MD471 + MDLQ .

La applicazione della matrice Mprmt(p) al vettore colonna che rappresenta ey, fornisce il vettore colonna
che costituisce la propria colonna k e questo, per la definizione della matrice, rappresenta il vettore
ep, . Per esempio

0
1
0

O = O O

S O =
_ o O O
S o o
o o= O
o= O O
— o O O

_ o O

0 0 0
Dunque la matrice associata a una permutazione di interi effettua la corrispondente permutazione dei

vettori della base canonica.

Si vede subito che la permutazione identita e rappresentata dalla matrice 1.
Si trova anche che al prodotto di due permutazioni di interi p; - py corrisponde il prodotto righe per
colonne delle matrici permutative rappresentanti le due permutazioni:

Mprmt(p; - p;) = Mprmt(p;) - Mprmt(p,) .
E inoltre evidente che la permutazione inversa ¢ rappresentata dalla matrice trasposta:

Mprmt(p~) = (Mprmt(p))" .
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B32 d. forme lineari e notazioni alla Dirac

B32d.01 Introduciamo ora le notazioni adottate da Paul Dirac per gli elementi degli spazi vettoriali
e le relative trasformazioni lineari, spesso notevolmente vantaggiose.

Nel seguito ci serviremo spesso delle variabili intere positive i, € (d ] e della delta di Kronecker,
funzione di cui ricordiamo la definizione:
0;j:=0 sse i#j e 0;;:=1 sse i=7.
Introduciamo anche la funzione valore binario di enunciato, funzione avente come argomento un enunciato
& per il quale si suppone possibile valutare la validita:
Bval(€) := { 1 sse £ & enunciato valido

0 sse £ & enunciato nonvalido
Nel caso di enunciato esprimente la uguaglianza di due parametri interi 7 e 5 abbiamo

(51‘)47‘ = Bval(z’ :]) .

Seguendo Dirac identifichiamo ogni vettore e; della base canonica con la scrittura equivalente |z> che
si dice esprimere un ket. Di conseguenza il vettore ottenuto applicandogli la trasformazione lineare T’
si denota con T |i), semplificazione della scrittura T'(|i)).

Si osserva che la componente j-esima del vettore e; € d; j: quindi si puo scrivere

e = |i)y={€(d]d;) =154,
P'ultima scrittura introdotta con il ruolo della abbreviazione.
Si osserva anche che la matrice identita di ordine d, 14, si pud considerare ottenuta dalla sovrappo-
sizione dei d vettori riga rappresentanti i successivi versori della base canonica e, per la dualita della
trasposizione, come 'affiancamento dei corrispondenti vettori colonna; quindi si ha la espressione

g = [i,je(d]] dij] -

Per lo spazio tridimensionale F*3, adottando la solita convenzione per gliindicizx =1, y=2e 2z =3,
il vettore v :<UI, Vy, UI> :<Ul, Vs, v3> si puo scrivere

|v> = ZS:UL |z> = v$}1>+vy|2>+vz}3>.

B32d.02 <w‘ Le trasformazioni del genere FFXd —lin IF_'I sono chiamate tradizionalmente forme
lineari dello spazio F*.

Si osserva che le forme lineari possono essere sottoposte a combinazioni lineari, come accade a tutte
le trasformazioni lineari. Quindi le forme lineari, come le trasformazioni lineari di qualsiasi genere
FF*9 s, T 1, costituiscono uno spazio vettoriale; nel loro caso si ha F*¢ = F*%,

Le forme lineari su F*? si possono quindi rappresentare con matrici 1 x d, cioe da d elementi del campo,
come i vettori di F*¢.

Questa semplice osservazione induce a stabilire un chiaro collegamento tra forme lineari e vettori che
presentano la stessa sequenza di componenti, quale che sia lo spazio F*<.

In effetti si puo associare biunivocamente ad ogni vettore v dello spazio F*¢ una forma lineare detta
forma duale di un vettore. Per definire questa asociazione facciamo riferimento alla base canonica che
ora scriviamo By = {‘1>, |2>7 e |d>} e seguiamo ancora Dirac assumendo per essa la notazione <z|,
da leggere bra di 1.

Dunque al generico ket ’z) associamo la forma lineare
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d
(= fv=S"|verano].
j=1

I valori assunti dalla forma, <z’ in corrispondenza dei vari ket sono da scrivere <z| (’h>), questa scrittura
la semplifichiamo con la piu concisa <z ’ j > .
Per le definizioni deve essere

Vi, j=1,2,....d . (i|j) = bi; .

La forma lineare duale del generico vettore che riferito alla 9B, scriviamo ’w> = E?Zl w; |z>, la
denotiamo con <w|
Essa si esplicita grazie alla linearita della applicazione dualita:

o= S fémwngmniym ]

’: i|j>vj B i wi<i|j>vj_* = { ivj‘j> b éwiviw

ij=1 =
A questo punto adottiamo la scrittura <w | v> come abbreviazione di <w| (|v>), coerentemente a quanto
fatto p gli elementi delle basi. Possiamo quindi scrivere in modo compatto:

d
Vw,veF* (wlv) = wai.
i—1

B32d.03 La trasformazione lineare che manda i vettori (ket) di F*? nei vettori (bra) di [P —F |
si chiama dualita vettoriale e fIFXd — ]F_'I si dice spazio vettoriale duale di F*.

La dualita vettoriale ¢ evidentemente una trasformazione biunivoca: in effetti essa corrisponde alla
trasformazione dei vettori colonna, che rappresentano i ket ’v>, nei vettori riga loro trasposti, che
rappresentano i bra <v‘ loro duali.

Come ogni vettore di F*? & determinato dalle sue componenti nella base canonica, cosi ogni forma
lineare & determinata dalla sua azione sui vettori della base canonica.

B32d.04 Le trasformazioni della base canonica si possono esprimere con notevole chiarezza mediante
i bra e i ket.

Definiamo per ogni i = 1,2, ..., d la trasformazione lineare

|mm:fzmwnmzmmwizfZWWMmJewwﬁmm.

h=

Questo operatore quindi e il proiettore relativo ad e;:
i)(i| = Prj, .
Pit in generale, per ogni ¢,5 = 1,2, ..., d si definisce 'operatore

mm:F;mm»m;mww1:F;mmeﬂewmem;

Per i # j questo operatore ¢ quindi lo scambio di vettori e; ed e; della base canonica, cio¢ € rappre-
sentato dalla matrice diade relativa alla coppia (i, 7) che in c11 abbiamo denotata con MD; ;.
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B32d.05 Le notazioni di Dirac consentono di semplificare varie considerazioni sulle trasformazioni
lineari, considerazioni utili in varie circostanza.

Per trattare una generica T € l'_]FXd — IFX"‘_'I occorre fare riferimento alle basi canoniche dei due
spazi.

Mentre per la prima usiamo la solita notazione B4 = {<1‘, <2 S ey <d‘} , per la seconda qui scriviamo

B. = {(1],(2|, ..., (e|}: i kets con I'indice sovrabbarrato sono quindi vettori e-dimensionali.

Sono utili le decomposizioni mediante proiettori delle identita dei due spazi F*¢ e F*¢:

d e
(1) 1o = > li)il e 1. = > [n)(n].
i=1 h=1

Il formalismo dei bra e dei ket consente utili semplificazioni di scrittura che si avvalgono della elimi-
nazione delle parentesi che delimitano gli argomenti di alcune funzioni.

Dopo aver semplificato la scrittura T'(|[v)) nella T'|v), semplifichiamo anche la scrittura (w| (T'(|v)))
nella (w|T'|v).

In particolare le entrate della matrice canonica della trasformazione T sono denotate con (i|T|h) .
Con questo formalismo l’azione di una trasformazione T sopra un vettore v espressa dalla c08(3) si
riscrive come

T) = 1.T1glv) = ih><h|T<Z;|i><i(‘v>)> = i\h) <Z;<h|T|i> <i|v>>

Osserviamo che in questo sviluppo compaiono i vettori delle basi canoniche di due spazi e dei loro duali
contraddistinti dall’'uso di lettere, I'una sovrabbarrata I’altra no, che corrono su insiemi diversi.

B32d.06 Eserc. Si consideri una permutazione dell'insieme {1,2,...,d} p =(p1,p2, ..., pa) € la corri-
spondente matrice permutativa Mprmt(p); constatare che

Mprmt(py, pa, ...,pa) = Zd: |P1><Z| )
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B32 e. rassegna di trasformazioni lineari e matrici in 2D e 3D

B32e.01 In questo paragrafo presentiamo una certa gamma di matrici di profilo 2 x 2 e 3 x 3 le quali
consentono di familiarizzarsi con le trasformazioni lineari che le matrici rappresentano e con i rispettivi
significati geometrici e che facilitano la introduzione dei problemi di calcolo basilari dell’algebra lineare.
Queste matrici inoltre costituiscono degli strumenti primari per lo studio analitico delle configurazioni
del piano e dello spazio tridimensionale.

B32e.02

B32e.03 Determinanti 2x2 e 3x3. Gruppi S2 e S3 ....cccov.....
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B32 f. cambiamenti di base e prodotti di trasformazioni lineari

B32f.01 Consideriamo un automorfismo di uno spazio vettoriale
Esso trasforma una base in una seconda base.
La matrice della trasformazione inversa ¢ 'inversa della matrice della trasformazione diretta.

B32f.02
B32f.03

B32f.04 Fissiamo una base B = (u1,us,...,ug) ed un suo elemento u, e consideriamo il vettore
d

X = ijuj ; definiamo come proiezione di x sulla direzion uy, il vettore zpuy,.

j=1
In generale si definisce una proiezione di un vettore su una direzione.
Pit estesamente si considera un sottoinsieme C della base, C C B, il corrispondente insieme di indici
C C{1,2,...,d} eil sottospazio span(C) sotteso dai vettori di C; si definisce proiezione di x sul sottospazi
span(C), il vettore ), _ TpUp.
In generale si definisce una proiezione di un vettore su un sottospazio.
Esempi di endomorfismi sono i proiettori nelle diverse direzioni della base B e nei diversi sottospazi
span(C).
Vi sono poi le permutazioni delle componenti: anche queste trasformazioni sono degli isomorfismi.

B32f.05 Alla composizione di trasformazioni lineari corrisponde il prodotto di matrici.

B32f.06 Fissate una base per F*% e una per F*, gli omomorfismi di [ F*? —s F*° ] sono rappre-
sentati fedelmente da matrici di profilo d X e.
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B32 g. determinanti

B329.01 In questo paragrafo introduciamo la nozione generale di determinante di una matrice
quadrata di profilo d x d sopra un campo F, generalizzando quella di determinante di una matrice
2 x 2 introdotta in B24d06.

Si tratta di una funzione delle entrate delle matrici quadrate che riveste grande importanza per le
trasformazioni che le matrici rappresentano, importanza collegata a un suo significato geometrico.
Purtroppo la sua definizione generale e piuttosto elaborata, mentre € ben chiara nei casi bidimensionale
e tridimensionale, casi nei quali il significato geometrico del determinante risulta intuitivo e chiaramente
utilizzabili, in particolare per la comprensione delle soluzioni dei sistemi di equazioni lineari.

B329.02 Consideriamo la matrice quadrata di profilo d x d

ai,i 1,2 ... A1d

a1 G22 ... Q24
A =

aq,1 Q4.2 -.. Qdd

Consideriamo anche una generica permutazione degli interi 1,2, .., d che scriviamo p =(p1,p2, ..., pa),
e la sequenza di n entrate della matrice A associata alla p della forma

ap = <a1’p1, A2 posees ad’pd> .
I successivi componenti della a rovengono dalle successive righe della matrice e, per il carattere
P )
permutativo della p, a ciascuna colonna della matrice appartiene uno e uno solo degli a; ..

Ricordiamo che alla p & associato il segno sign(p), numero che vale 41 se la permutazione & pari (ovvero
se si puo ricondurre alla permutazione crescente (1,2, ...,d) con un numero pari di scambi) e che vale
—1 se essa & dispari (ovvero si riconduce alla permutazione crescente con un numero dispari di scambi).

Consideriamo poi il prodotto associato alla p

d
p = sign(p)Haj@j )
i=1

Per definire il determinante di A, che denotiamo con det(A), servono tutti i prodotti mp ottenibili
dall’insieme Perm, delle d! permutazioni degli interi di (d ].
Infatti definiamo determinante della matrice quadrata A

d
(1) det(A) == ) sign(p) H Qjp, -

pePerm,

B329.03 11 secondo membro della g02(1) si dice sviluppo del determinante e gli addendi mp di questo
sviluppo si chiamano termini del determinante.

Le entrate della matrice potrebbero anche essere d? variabili nel campo F; in questo caso il determinante
si puo considerare un’espressione polinomiale in queste variabili.

Per le matrici dei primi ordini le espressioni dei determinanti sono semplici e facili da ricordare:

ail aiz2
detla1 1] = 1 , det = a1,102,2 — (12021 ,
G21 a2:2
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a1,1 ai2 a3
det | az1 a2 asg3
az,1 a2 0as3
= 01,102,2a3,3 + 01,202,331 + (1,302,143,2 — @1,3042,203,1 — @1,1042,333,2 — A1,202,103,3 -
Lo sviluppo del determinante di una matrice di ordine 3 si puo ottenere con relativa semplicita con un
procedimento chiamato regola di Sarrus: si tratta di allargare la matrice affiancandole, nell’ordine, una
replica della prima colonna e una replica della seconda: su questo schieramento di elementi del campo
si considera la somma dei tre prodotti ottenuti dalla diagonale principale e dalle due linee oblique a
essa parallele e a essa si sottraggono i tre prodotti della codiagonale e delle due linee oblique a essa
parallele.

Quando cresce l'ordine della matrice il calcolo effettivo del determinante si fa sempre piu pesante e
prono agli errori.

In effetti per calcolare determinanti generici in modo efficiente € necessario conoscere meglio varie loro
proprieta; in particolare risulta utile riconoscere loro proprieta collegate a simmetrie.

B329.04 Lo sviluppo del determinante si pud esprimere anche come

d
(1) det(A) = Z sign(p) H Apy b -
h=1

pePerm,

I termini di questo sviluppo corrispondono biunivocamente con quelli di g02(1): infatti la commuta-
tivita del prodotto in un campo consente di scrivere

d d
sign(p) [[ apnn = sign(p™) [ aj,
h=1 j=1

con q = (q1,q2, .-, q4) := p_ Y, avendo anche tenuto conto che il segno di una permutazione coincide
con quello della sua inversa.

Il precedente sviluppo si puo leggere come sviluppo del determinante della matrice trasposta della A
e comporta ’enunciato che segue.

(2) Prop.: Per ogni matrice quadrata A si ha: det(A") = det(A)

In altre parole la trasposizione di una matrice lascia invariato il suo determinante.

Questo enunciato consente di trasformare proprieta del determinante di una matrice A concernenti le
righe di questa in proprieta duali concernenti le colonne di A e viceversa.

Coppie di proprieta di questo genere si dicono proprieta duali per trasposizione di matrici.

B32g9.05 11 determinante di una matrice quadrata A si pud utilmente associare alla sequenza dei
vettori (ket) costituenti le colonne di A oppure alla sequenza delle forme lineari (bra) costituenti le sue
righe.

(1) Prop.: Se si moltiplicano per uno scalare X\ tutte le entrate di una linea di una matrice, allora il
suo determinante viene moltiplicato per tale .

Dim.: Nello sviluppo del determinante della nuova matrice ogni termine viene moltiplicato per A e lo
stesso accade alla loro somma, cioe al determinante y

(2) Coroll.:  Se si moltiplica una matrice d x d per uno scalare A, allora il suo determinante viene
moltiplicato per A%

Dim.: Ogni termine dello sviluppo del determinante della nuova matrice viene moltiplicato per A?.
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(3) Coroll.: 11 determinante di una matrice con una linea con tutte le entrate nulle vale 0.

Dim.: Ogni termine dello sviluppo del determinante della nuova matrice contiene un fattore 0 y

(4) Prop.: 1l determinante di una matrice avente una linea, cui diamo l’indice ¢, esprimibile come
somma termine a termine di due d-uple ¢ dato dalla somma dei determinanti delle due matrici che
nella linea 4 presentano una delle due d-uple in esame.

Dim.: Nello sviluppo del determinante il termine corrispondente alla permutazione p € Perm,; ha la
forma sign(p) (a’s p, +a"ip;) [1}, @np,, € sl puod esprimere come somma della forma

sign(p) a'ip; [1ji anp, + sign(p) @’ [1ji anps -
Sommando sulle permutazioni p € Permy si ottiene la somma dei due determinanti sopra definiti i

B329.06 (1) Prop.: Se si scambiano due linee di una matrice quadrata, il suo determinante cambia
di segno.

Dim.: Consideriamo il caso della matrice A e della matrice A’ ottenuta dalla A scambiando le colonne
hekconh<k.

Considerando gli sviluppi g02(1) delle due matrici, al termine sign(p)---anp, - - Gk,p, - - della prima
matrice si fa corrispondere biunivocamente nella A’ il termine sign(p’)---ax p, - - Ghp, - - -, dove p’
denota una permutazione ottenuta dalla p con uno scambio e quindi avente sign(p’) = —sign(p) ; questo
cambiamento di segno dei termini corrispondenti delle due permutazioni implica det(A’) = —det(A)

Se si scambiano due righe della A si puo condurre un discorso analogo sugli sviluppi della forma g04(1).
All’enunciato sullo scambio di due righe si giunge anche considerando che questa trasformazione equi-
vale alla composizione della trasposizione della A, allo scambio di due colonne e a una seconda tra-
sposizione; dato che le trasposizioni non cambiano il determinante, I'effetto dello scambio di due righe
coincide con l'effetto allo scambio di due colonne, cioe al cambiamento del segno i

(2) Prop.: Se una matrice quadrata ha due righe uguali o due colonne uguali, allora il suo determinante
e nullo.

Dim.: 11 determinante di una tale matrice A deve essere 'opposto del determinante della matrice
ottenuta scambiando le due linee uguali, cio¢ della stessa matrice A: dunque det(A) = —det(A4) e
quindi det(A) =01

(3) Coroll.:  Una matrice quadrata con due linee proporzionali ha il determinante nullo.

Dim.: Moltiplicando per un opportuno scalare A una delle due linee si ottiene una matrice il cui deter-
minante risulta moltiplicato per A, ma che presenta due linee uguali e quindi € nullo

(4) Prop.: 1l determinante di una matrice non viene modificato sommando a una sua linea (riga o
colonna) una qualsiasi combinazione lineare di altre linee (risp. righe o colonne).

Dim.: Sommando a una riga i un’altra riga ¢ di A, il determinante viene aumentato del determinante
della matrice con la riga i sostituita dalla i, cio¢ con due righe uguali, cio¢ di un determinante nullo.

Sommando a una riga ¢ un’altra riga 7 moltiplicata per uno scalare X, det(A) viene aumentato del
determinante di una matrice con due righe proporzionali, cio¢ det(A) non viene modificato.

La modifica generale dell’enunciato si ottiene effettuando piu volte le manovre precedenti che non
cambiano det(A) e ripetendo le considerazioni per le colonne, ovvero invocando la invarianza per
trasposizione della matrice i

B32g.07 1l calcolo del determinante di una matrice con il crescere del suo ordine d aumenta rapida-
(d-1)d! =dd!

d
mente, in accordo con la rapida crescita del fattoriale d! e quindi del crescere come T 1
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del numero delle moltiplicazioni necessarie per effettuare il calcolo seguendo pedissequamente la defi-

nizione; si trascura di considerare il costo delle somme, assai meno costose delle moltiplicazioni.

Dato che il calcolo dei determinanti di matrici di ordini elevati (in molte applicazioni si trattano matrici
di migliaia e anche milioni di linee) risulta essenziale per risolvere molti problemi applicativi di grande
rilievo, risulta importante individuare procedimenti efficienti per queste elaborazioni numeriche.
d
Evidentemente il determinante di una matrice A diagonale & dato dal semplice prodotto H aj; delle
=1
entrate sulla diagonale principale che richiede solo d — 1 moltiplicazioni. ’
Il prodotto della forma precedente fornisce anche il determinante di una matrice triangolare inferiore
oppure superiore (si osserva in effetti che per trasposizione una matrice triangolare superiore diventa
triangolare inferiore e viceversa).
Si e quindi indotti a ricondurre il calcolo del determinante di una matrice A a quello di una matrice
A’ che abbia poche entrate diverse da 0 al di fuori delle diagonale principale.
Si deve comunque seguire il criterio di ottenere un determinante det(A) servendosi di determinanti di
matrici ottenuta dalla A con modifiche che lascino invariato il determinante, oppure con modifiche che
si possono controllare facilmente.

B329.08 Consideriamo due interi d,e > 2 e una matrice A di profilo d x e.

Ricordiamo che si dice sottomatrice della A ogni matrice ottenuta eliminando dalla A un certo numero
r €[1:d— 1] di righe e un certo numero s € [1 : e — 1] di colonne.

Consideriamo inoltre I =<i1,...,ip> una sottosequenza propria della (1,...,d) e J :<j1,...,jq> una
sottosequenza propria della (1, ..., e).

Con la scrittura A| Ing denotiamo la sottomatrice della A ottenuta mantenendo di essa solo le righe
fornite dalla sottosequenza I e le colonne corrispondenti alla J.

Denotiamo poi con la scrittura A| g la sottomatrice ottenuta dalla A eliminando le righe fornite
dalla I e le colonne relative alla J. Quest’ultima si dice sottomatrice complementare della sottomatrice

A|I><J'

Delle matrici quadrate d x d interessano in particolare le sottomatrici quadrate di ordine d — 1, cioe
le sottomatrici complementari delle sottomatrici costituite da una sola entrata. Per la sottomatrice
complementare di quella relativa all’entrata a; ; usiamo la notazione A| g notazione che evidenzia

come questa sia associata alla casella (i, ).

Chiamiamo poi minore complementare della matrice A relativo alla sua casella (i, j) il determinante della

precedente sottomatrice e scriviamo Mnrc; ;(A) = det (A| ij) .

Consideriamo lo sviluppo di det(A) e isoliamo i termini contenenti a; 1; chiaramente la somma di questi
termini e data da a;,; Mnrcy ;.

Se per generici h,k € (d] isoliamo i termini contenenti il fattore ap k, la loro somma & data da
ank (=1)"** Mnrcy, . (A), in quanto det(A) = (—1)"1+k=1 det(A’) dove A’ & la matrice ottenuta dalla
A portando la riga h nella prima posizione e la colonna k nella prima posizione e osservando che
(_1)h71+k71 — (_1)h+k'

Il prodotto (—1)"** Mnrcy, x(A) viene detto cofattore o complemento algebrico della A relativo
all’entrata ap r; qui nel seguito lo denotiamo con Cftry, 1 (A).

Si dice segno di una casella (h,k) € (d] x (e] lintero (—1)"+*.
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Si osserva che i due segni delle caselle si distribuiscono similmente alle caselle bianche e nere della
classica scacchiera. Per esempio per le matrici 3 X 4 ¢ 5 x 5 abbiamo:

+ - + - 4+
S -+ - + -
-+ - 4+ e + - + - 4+
+ -+ - -+ - 4+ -

+ - + - 4+

B329.09 Possiamo ora ottenere il cosiddetto sviluppo di un determinante secondo le entrate di una
linea.
Consideriamo la riga h della matrice A e separiamo i termini dello sviluppo del suo determinante in d

parti, la prima contenente il fattore a1, la seconda il fattore ap 2, ... , la d-esima il fattore ay 4.
Come si & visto sommando i termini contenenti ay,  si ottiene ayp, , Cftry, (A4). Quindi per il determi-
nante
d
(1) det(A) = " an, Cftry ;(A) .
j=1

Dualmente, scambiando righe e colonne, si ottiene lo sviluppo secondo la colonna k:

d
(2) det(A) = " a; Cftr; x(A) .

B329.10 Consideriamo alcuni esempi.
E utile osservare che le formule precedenti si semplificano quando si incontrano righe o colonne con
piu entrate nulle, in quanto i relativi addendi si possono eliminare.

B32g.11 Scelti due interi p,h € (d ] con p # h, se nella (1) per j = 1,2,...,d si sostituiscono, risp.,
gli Ay, ; con gli A ;, si ottiene il determinante della matrice ottenuta dalla A sostituendo la riga h con
la riga p ; questo determinante di una matrice con due righe uguali ¢ notoriamente nullo.

La conclusione duale-rc si ottiene per lo sviluppo secondo una colonna. Si hanno quindi le due formule

d

(3) Vhope(d] @ > anjAp; = Onp det(A),
j=1
d

(4) Vhope(d] @ > aikAig = Org det(A).
i=1
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MATeXp — Nozioni di base

B32 h. invertibilita di una matrice quadrata

B32h.01 La possibilita di stabilire se una matrice quadrata ¢ invertibile e il calcolo effettivo della sua
matrice inversa costituiscono operazioni di grande importanza generale e applicativa.

Infatti la conoscenza di una matrice inversa fornisce la possibilita di controllare una trasformazione
inversa e molti problemi riguardano la determinazione di punti di uno spazio F*? che vengono mandati
da una trasformazione lineare in altrettanti punti conosciuti dello stesso spazio o di uno spazio della
forma F*°.

Consideriamo quindi una matrice quadrata A di profilo d x d e cerchiamo se possiede inversa A~1,
cioe la matrice d x d tale che A+A~1 = A 1+A = 1; e studiamo qualche formula o procedimento
che consente di calcolare questa A™1.

B32h.02 Teorema (teorema di Cauchy-Binet)
Se A e B sono due matrici quadrate dello stesso ordine, allora

det(A-B) = det(A) - det(B) .

Dim.:. ... ..

B32h.03 Coroll.: 1l determinante di una matrice A~' inversa di una data A & il reciproco del suo
1

determinante: det(A™') = det(A) -

Dim.: Se d & lordine delle matrici si ha A+A™! = 15 ; dal teorema precedente segue

det(A) det(A™1) = det(ly) = 1.4

B32h.04 Prop. Una matrice invertibile non ¢ singolare.

Dim.: L’uguaglianza precedente implica che non puo essere det(A) =0y

B32h.05 Teorema Una matrice nonsingolare & invertibile ed ha come inversa la matrice

Ayy Ais oo At

1 1 142J7 /122 e 111"
det(A) : : : ’

Api Aps oo Ann

nella quale interviene la trasposta della matrice le cui entrate A;; sono i cofattori delle entrate a;;
della matrice data, A;; := Cftr; ;(A) .

Dim.: Le equazioni gl1(3) e gl1(4) si possono riscrivere come

d

(1) Viope(d] @ Y an; (A1) = Onp det(A)
j=1
d

(2) Vh,pe(d] 1 D (A giaix = Orq det(A)
=1

Queste costituiscono una formulazione dell’enunciato g

L’esposizione in https://www.mi.imati.cnr.it/alberto/ e https://arm.mi.imati.cnr.it/Matexp/matexp_main.php
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