STANDARDIZZAZIONE
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X X-m

variabile aleatoria —_—
variabile standardizzata
di media u
ha sempre media 0

e varianza ¢?

evarianza 1

Le probabilita per X si possono calcolare dalle corrispettive per Z

P(X<x)=P(Z<%)

-8+ 10
X~N(-10,25) P(X<-8)= P<Z < W) =

= P(Z <0.4) =0.65542

Nota Bene
Le tavole statistiche forniscono P(Z < z) -» guardate la figura in alto

z = 0.4 & positivo > Tavola Normale pag. 219
2> z=04=04+0.00
- incrocio riga di 0.4 e colonna di 0.00

- trovo 0.65542

area verde
P(Z <0.4)

0 0.4

NOTA BENE
X —
X~N(y,0?) —> z=""F_n@,1)
-8+ 10
X~N(-10,25) P(X = —8)=P<ZZ—>=

V25
= P(Z=04)=

Nota Bene =1-P(Z=204)=

Le tavole statistiche

forniscono P(Z < z) =1-0.65542 = 0.34458

Tavola Normale pag. 219
P(Z < 0.4) = 0.65542

area verde
P(Z>04)=1-P(Z<04)

2-3 6-3
X~N(3,16 PR2<X<6)=P(—=<Z<—]=
(3,16) ( ) <Te Te)

P(=0.25<Z <0.75) =

Nota Bene
Le tavole statistiche
forniscono P(Z < z)

Tavola Normale pag. 218-219

P(Z <0.75) =0.77337
P(Z < —0.25) = 0.40129

=P(Z <0.75) — P(Z < —0.25) =

=0.77337 — 0.40129 = 0.37208

area verde
P(—0.25< Z <0.75)

0

—-0.25 0.75




Z~N(0,1) P(-18<Z2<18)=1-2xP(Z<-1.80) =
=1-2x0.03593 =

0.92814

Per simmetria
le due code hanno uguale probabilita
Tavola Normale pag. 218

P(Z < —-1.80) = P(Z > 1.80) = 0.03593

area verde
P(-18<Z<1.8)

—1.80

0
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[~ 220 Tavole Statistiche

t-Student n - prima colonna

p= P(t(") < t) = P(t(") < t) -> prima riga

)

Tavola pag. 220

t quantile 2> dentro la tabella

\

Nota Bene
Le tavole statistiche
‘ 26 ‘ forniscono P(t™ < t)
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Tabella A3. - Tavola della t di Student. La tavola festituisce i valori di ¥ dove g sono i gradi di
liberta. Si tenga sempre conto della relazione ¢ = ~¢{9,

POPOLAZIONE X~ distribuzione ( i1, 6?)

CAMPIONE X;, X,, X3,..., X,~ distribuzione ( i1, 0?)

MEDIA CAMPIONARIA

T _ ?=1X1_X1+ X2+ X3+"'+ Xn
X, = =
n n

VARIANZA CAMPIONARIA
S Zinzl(xi - Xn)z _ X, — Xn)z +(X; — Xn)z ++ Xy — Xn)z

2 =
n

n—1 n—1

X, & uno stimatore della media u perché E(X,) = u. Inoltre:
V(X,) = o?/n se 02 &nota
VXn) =~ Sp?/n se o2 &incognita

per cui X,, approssima u tanto meglio quanto pit il campione & grande
essendo che la sua varianza diminuisce al crescere din

POPOLAZIONE X~ bernoulli (p)

¥ = {1 con prob. p

0 conprob. 1—p media = p varianza = p(1 —p)

CAMPIONE X;, X5, X3,..., X,~ bernoulli (p)

PROPORZIONE CAMPIONARIA = media campionaria

= proporzione di successi su n prove

_ X+ Xy + X3+ -+ X, numero successi

Pn n numero prove

Pn & uno stimatore della media p perché E(p,) =p . Inoltre:

1-—
vew =2

per cui P, approssima p tanto meglio quanto piu il campione & grande

essendo che la sua varianza diminuisce al crescere din




Esercizio 1
Calcolare media, varianza e deviazione standard del seguente campione

di ampiezzan=5:

(1][1]3]a]s]

Media campionaria
_Z?:1xi_1+1+3+4-+6_3

n n 5
Varianza campionaria

2 Z?:l(xi B J?n)z —

S,¢ =

n n—1
-3+ (1-372+(3-3)7+(“4—-302+(6-3)
= Z =
(=224 (=2)2+ (0> + (D2 + (3)%
= . =
_4+4t0+149 18
T4 T’

Deviazione standard campionaria  §,=.,/5,2=V4.5=2.1

Esercizio 2
L' Ufficio del Turismo € interessato a sapere quanti italiani hanno

intenzione di andare in vacanza quest’estate.

A tal fine sono state intervistate 12 persone a caso con il seguente esito:

| si | si|No|No|si|si|si|]si|No|si|[No]sil]

In base al campione, stimare proporzione e varianza attesa di italiani che

hanno intenzione di andare in vacanza quest’estate.

Proporzione campionaria (= media campionaria di campioni bernoulliani !)

Yicqxg 1+4140+40+1+1+1+1+0+1+0+1 8

n

Varianza campionaria

_,_ Pn(1=Pp) 0.67x(1-067)
N n N 12

=0.018

n

Deviazione standard campionaria  §,=,/5,%2 =v0.018 = 0.13

Pn= = 12 =12 = 0.67

INTERVALLI DI CONFIDENZA

Campione X4, X5,,..., X, Intervallo di confidenza
distr. incognita (1, 52) S
30 * X, + D 2
n> nthian g
0?2 incognito
b(p) . .
R Pn(1 = Pn)
n> 30 Pntziap |
np>5 n(l-p)>5 n
N(w, o) T+ 4
o —
o2 noto nf1-az
N(w, %) % % 4 4@m-D 50
+ on
0?2 incognito Xntti_ap yn

* sen > 30, si pud usare zq_q/, per il calcolo
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Esercizio 3
Sono state rilevate le velocita di 7 automobili in una strada dove vige il
limite di 50 Km/h :

|79 [ 7368 [ 77 [ 86 [ 71 | 69 |

Assumendo che la variabile velocita sia distribuita normalmente,
determinare I'intervallo di confidenza al 95% per la velocita media

X1, X5, ..., X7 ~N(u,0?) iid., o?incognita, n=7 <30

- la media campionaria X, ha distribuzione t-Student

_ 1) Sn
IC(95%) = X, £+t )2~
—a/2 m

Bisogna calcolare:
= X, media campionaria
= §, deviazione standard campionaria

INCED)

1-a/2 quantile dalla distribuzione t-Student

|79 [ 73 [ 68 [ 77 [ 86 | 71 | 69 |

Media campionaria, varianza campionaria e deviazione standard :

Y. x; 79+73+68+77+86+71+69
xnz n = 7 =74'.7

= 2 _ Z?:l(xi - J?n)z _
Spli=——m—m—mm—

Intervallo di confidenza al 95%
probabilita dari

. ico
 modo simmetrc
a=1-095=005 rrmn  _

part'\re

densita t-student

IC(95%
Quantile : ( )
-1 _ (7= _ (6) _
tl_ﬁ = t1—°'—05 = tygy5 = 244691
2 2
Tavola t-Student pag. 220
P 075 050 085 0875 0.®
- )
1 L0000 307768 6.31375 1270620 ILE20R
2 081650 188562 291999 4. 30265 £9645
3 076489 163775 2.35338 3.18245 454070
4 74070 153321 2.13185 277645 37465
072688 147588 2.01505 33640
[ 0717% 143976 194318 24691 34267
T ARG 141492 18558 299795
8 07063 139682 1.85855 2.30600 28960
9 a702R 138303 18511 25216 2821
10 Q9981 137218 1.81245 22814 276377
E e 4 15

n—1
(79— 74.7)? + (73 = T47)* + (68 — T4AT)2 + - + (69 — T4T)? _
- L -
=409
Sn = a2 = V409 = 6.4
E 14
_ g o4 @D S
n=7 1CO5%) = %67, 7 =
e =747 + 24469122 =
5, = 6.4 T V7

t(11;(1) — 244691 = (74.7-59, 747+59) =

oz — (68.8, 80.6)

Possiamo considerare il limite di velocita di 50 Km/h rispettato?

Non proprio. Confidiamo al 95% che la vera velocita media delle
automobili sul tratto di strada in esame sia tra 68.8 e 80.6 Km/h

16
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Esercizio 4

In un sondaggio € stato chiesto ai residenti di una citta quanti minuti al
giorno dedicano all’attivita fisica. Da un campione di 50 persone risulta un
tempo medio di 30 minuti con deviazione standard 4.2 minuti.

Costruire un intervallo di confidenza del 90% per il tempo medio dedicato
all’esercizio fisico da parte degli abitanti di quella citta.

X1, X5, ..., Xgo ~ distr. incognita (u, 0?) i.i.d., o?incognita, n =50 > 30
> X, ha distribuzione t-Student ~ Normale per TLC

_ -y 5 da scrivere
IC(95%) = X it(n v _
(95%) =xn 87, Jn all’ esame !
B 5
=XntZzi_gp \/_%

Bisogna calcolare:

= X, media campionaria 2 X,= 30

= 5, deviazione standard campionaria > §,, = 4.2

" Z;_q/, quantile dalla distribuzione Normale > o« =1-0.90=0.10

Zi_qj2 = Z1-0.10/2= Zoos= 1.64

Esercizio 5

In un campione casuale di 95 aziende , 67 hanno dichiarato di aver
ottenuto la certificazione 1SO negli ultimi cinque anni.

Determinare l'intervallo di confidenza a livello 99% per la proporzione di
ditte che sono state certificate negli ultimi cinque anni.

X1,X5, ..., Xg5 ~ Bernoulli (p) i.i.d., n=95>30

X = {1 = certificazione Si con prob. p
J 7|0 = certificazione No con prob.1 —p

—> la proporzione campionaria p,, ha distribuzione Normale

1C(99%) = fn + Z1_a/2

Bisogna calcolare:
= P, proporzione campionaria
Zy_q;, quantile dalla distribuzione Normale

6/1/2018

S.
n =50 IC(90%) = %n+2) 4p—= =
Jn
Xp =30 4.2
B =30+ 1.64—— =
S, = 4.2 A
7, o = 164 = (30-097, 30+097) =

= (29.03, 30.97)

Confidiamo al 90% che tutti i residenti della citta in esame dedichino
all’esercizio fisico in media tra 29.03 e 30.97 minuti al giorno.

Quiz
Nell’esercizio 3, I'intervallo di confidenza del 95% risulta :
a. (15.2, 204) c. (288, 31.2)
b. (32.5, 40.2) d. (28.0, 31.0)

a. e b. si escludono perché non contengono la media campionaria 30.
d. si esclude perché non & simmetrico rispetto alla media campionaria 30.

:Esercizio 5

:In un campione casuale di 95 aziende , 67 hanno dichiarato di aver
Eottenuto la certificazione 1SO negli ultimi cinque anni. :
éDeterminare I'intervallo di confidenza, a livello 99%, per la proporzione di
: ditte che sono state certificate negli ultimi cinque anni. :

Ampiezza campionaria

Proporzione campionaria

. _67_07
Pn=gs =Y

Quantile dalla distribuzione normale
a=1-0.99 =0.01

Zy_qj2 = Z1-001/2= Zo995= 2.58
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n =95 1C(99%) = Pn + Z1-q)2
%, = 0.7

L =258 0.7(1-0.7
Zl_; =0.7 i 2.58 ¥ =

95

=0.7+2.58x%x0.047 =

(0.7-0.12, 0.7+0.12) =
(0.58, 0.82)

Confidiamo al 99% che la vera percentuale di aziende che hanno ottenuto
la certificazione 1SO negli ultimi cinque anni sia tra il 58% e I'82%.

Esercizio 6

Un processo di produzione fabbrica un tipo particolare di mattone il cui
peso e distribuito normalmente con deviazione standard 0.12 Kg.

Si estrae un campione casuale di 16 mattoni dalla produzione e si rileva
un peso medio per mattone di 4.07 Kg.

Determinare un intervallo di confidenza a livello 95% per il peso medio di

un mattone.

X1, X2, e, X7 ~N(u,0.122) ii.d., o?nota, n=16 <30
- la media campionaria X,, ha distribuzione Normale
IC(95%) = %t 7y_q/p—
Jn
Bisogna calcolare:
» X, media campionaria 2> X, = 4.07
Zi_g/p Quantile dalla distribuzione Normale > o =1 —0.95 = 0.05

Zl—% = Zl_o,zﬁ= Zy975= 1.96

o
n=16 IC(95%) =Xyt 2z1_gp—==
Jn
%, = 4.07 012
o =012 =4.07il.96ﬁ=
z,_« =196 =4.07 +1.96 x 0.03 =
2

(4.07 - 059, 4.07+0.59) =

(3.48, 4.66)

Confidiamo al 95% che il peso medio di un mattone in produzione sia tra
3.48 Kg e 4.66 Kg.

:Esercizio 6

iUn processo di produzione fabbrica un tipo particolare di mattone il cui
Epeso e distribuito normalmente con deviazione standard 0.12 Kg.

: Si estrae un campione casuale di 16 mattoni dalla produzione e si rileva
éun peso medio per mattone di 4.07 Kg.

éDeterminare un intervallo di confidenza a livello 95% per il peso medio di
:un mattone.

Come si risolverebbe il problema nel caso in cui non fosse specificato che
il peso ha distribuzione Normale?

Si risolverebbe nello stesso modo ipotizzando che la popolazione ha
distribuzione normale.

In questo caso I'ipotesi di normalita e plausibile in quanto le variazioni sul
peso dei mattoni si possono attribuire ad errore casuale nella procedura
di misurazione.

E se, oltre a non conoscere la distribuzione del peso, il campione fosse
grande (ad esempio 100 mattoni anziché 16) ?

Si risolverebbe nello stesso modo in virtu del Teorema del Limite Centrale
( ampiezza campionaria n=100 > 30 ).




Esercizio 7

Nell'ambito di un’indagine sui consumi delle famiglie italiane & stato
osservato un campione di n = 320 unita. E risultato che le famiglie
intervistate spendono mediamente 62 euro al mese per I'acquisto di pane
con varianza pari a 289 e che 297 di queste possiedono piu di un’auto.

a) Si costruisca un intervallo di confidenza al 95% per la spesa media in
pane delle famiglie italiane.

b) Si stimi la frequenza relativa delle famiglie che possiedono piu di
un’auto.

c) Si costruisca un intervallo di confidenza al 95% per il parametro di cui
al punto precedente.

:Esercizio 7

: Nell'ambito di un’indagine sui consumi delle famiglie italiane & stato
éosservato un campione di n = 320 unita. E risultato che le famiglie :
:intervistate spendono mediamente 62 euro al mese per 'acquisto di pane :
Econ varianza pari a 289 e che 297 di queste possiedono pil di un’auto. :
Ea) Si costruisca un intervallo di confidenza al 95% per la spesa media in

: pane delle famiglie italiane.

- la media campionaria X,, ha distribuzione t-Student ~ Normale

(n-1) Sn da scrivere

ono_ -
1-a/2 m all' esame !

IC(95%) =X, +t

=Xt Zl—a/zﬁ =
V289

=62+196— = (60.14, 63.86)
V320

a=1-0.95=0.05 Z @ =27 _005= Zo975= 1.96
2 2

:Esercizio 7

ENeII'ambito di un’indagine sui consumi delle famiglie italiane é stato
Eosservato un campione di n = 320 unita. E risultato che le famiglie :
:intervistate spendono mediamente 62 euro al mese per |'acquisto di pane :
écon varianza pari a 289 e che 297 di queste possiedono piu di un’auto. :
éb) Si stimi la frequenza relativa delle famiglie che possiedono piu di
:un’auto.

Proporzione campionaria

297 o
Pn=3507 "%

:Esercizio 7

ENeII'ambito di un’indagine sui consumi delle famiglie italiane é stato
Eosservato un campione di n = 320 unita. E risultato che le famiglie :
:intervistate spendono mediamente 62 euro al mese per |'acquisto di pane :
écon varianza pari a 289 e che 297 di queste possiedono pil di un’auto.
éc) Si costruisca un intervallo di confidenza al 95% per il parametro di cui :
: al punto precedente. :

X1, X5, ..., X320 ~ Bernoulli (p) i.id,n =320 > 30

-> la proporzione campionaria p,, ha distribuzione Normale

IC(95%) =P + Z1_a/2

0.93(1 — 0.93)

=093 %1
093 +1.96 320

= (0.90, 0.96)
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Esercizio 8
La lunghezza dei pezzi prodotti da un macchinario ha distribuzione

normale con media y incognita.
Si estraggono 200 pezzi che risultano lunghi mediamente 52 mm con
deviazione standard 0.35 mm.

Determinare I'intervallo di confidenza per u a livello 92%.

X1, X2, s X320 ~ N (u,0?) ii.d., o?incognita, n =200 > 30

= la media campionaria X,, ha distribuzione t-Student ~ Normale

da scrivere
all’ esame !

S.
(1) Sn _

1692%) = %o+ 6" 7= =

a=1-092=0.08 z

Esercitazione 4

29

VERIFICA DELLE IPOTESI

30

—iﬁ?

o? non nota =

Verifica d'ipotesi: u

Xy, ..., X,) campione aleatorio X;~?77?

Hy H, St = Y (G — )
H=Ho HF Lo — Uo _ 1
sn/v- e
o
H=Ho  H>Ug Xn — Ho i )
>tn—1),_
Sn/V e o
H=U M <l Xn — Uo A N
——<-t(n—-1
Sn/‘\/ﬁ ( )1 a Ho
Sirifiuta H, se X, € lontano da p,
Esercitazione 4 nella zona verde di rifiuto 31

Verifica d’ipotesi: u

X1, Xn)
Hy
H=Ho
X’
Snlw/_
= Ho
H=Ho

campione aleatorio N(i,6?) ¢ non nota =
~ 5 _ A2
Hy > Z4aps Sn = 12 {5 = 39
H# Ho n — Ho
>tn—1),_ ( j
L Sn/\/ﬁ ( )1 a/2
~t(n 1) ~ Lo
Xn — Ho Sz
1 _am e
H> o M>t(n_1)l_a
L sa/Vn o
Xn — Ho
<=Zj_q
U<{o ané/fto (-1 l¥
< —t(n-— -
LS/ h-e E

Si rifiuta H, se X, € lontano da p,

nella zona verde di rifiuto 32




Verifica d’ipotesi: p
X1, ., Xp) Li.d X;~b(p), npg=5&n(l—pgy) =5

Hy, Hq sirifiuta Hy se:
P=p0  P#*Do __PnPo 7, ¢ {0
po(l - po)/n Do
P —Po
= > i ]
P =DPo P = Po N
Po

Vpo(1— Po)/n

p=py P<po i NP 4\
\/Po(l po)/n Do

Si rifiuta H, se p,, € lontano da p,

nella zona verde di rifiuto 33

Esercizio 9

Un impianto confeziona scatole di biscotti del peso di 250g con varianza
400. Durante un controllo periodico dell'impianto emerge che il peso
medio di 16 confezioni di biscotti prese a campione & pari a 255g.
Verificare se I'impianto funziona correttamente a livello 1%.

La distribuzione non & nota e il campione € piccolo.
Tuttavia e plausibile che il peso abbia distribuzione Normale:

Popolazione N (u, % = 400) i.i.d. o2 nota
Campione n =16 X, = 255 a =0.01

Xn—Ho

TEST  Hyip =250 Hyj:p#250 > SirifiutaHose|0N’%

|%n — Ho| _ |255 —250| _ 1 Non & vero che [* /\/—
| o/vn | |vaoo/vie| L<258

- Non si rifiuta Hy a livello 1%

Z1-o/2 = Z,_001% Z0.995= 2.58
2
- Si puo ritenere che
I'impianto funzioni bene a5

Campione . distribuzione
X1, X2,, .., Xn Statistica test Statistica test
. . . 2 _
distr. m:‘loim;g (wo%) R — 1o * -1
0?2 incognita SWAYD
b(p) b —
Pn—P
n> 30 —2 2 N1
np>5 n(l-p)>5 VPo(1 =po)/n
N(w,0?%) Xn — Ho N(0,1)
a2 nota a/yn
N, o) %n — o ¥ tm-1)
a? incognita S/

*  sen > 30, sipud usare N(0,1) per il calcolo
34

Esercizio 10

Un partito politico ha ottenuto il 13% dei voti alle ultime elezioni.

Dopo qualche tempo il partito commissiona un sondaggio per verificare se
la propria quota di elettori &€ aumentata. Su un campione casuale di 500
elettori, 86 manifestano I'intenzione di votare per quel partito.

Verificare con livello di significativita dell’1% se la quota di elettori del
partito e effettivamente aumentata.

Popolazione Bernoulli(p)i.i.d. p = proporzione di elettori del partito
Campione n =500 Pn = 86/500 = 0.17 a=0.01

TEST Hy:p =013 Hy:p>0.13 > Sirifiuta Hy se —22P0__ > 5
0P 1:P 0 m 1-a

Pn—=Po  _ 0.17—0.13 B
Jpo(1—po)/n  /0.13(1—0.13)/500
P Pn—Do
Zy_q = Z1-001= Zogo= 2.33 E vero che JPo(1-po)/n > Z-a
2.66 > 2.33

Sirifiuta Hy a livello 1% = La quota di elettori si puo ritenere aumentata

Eserc

36
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Esercizio 11

Verificare la seguente ipotesi per la media di una popolazione Normale
Hy:p =100 Hi:p <100

sulla base di un campione casuale di ampiezza n = 25 che fornisce le

seguenti statistiche campionarie X, = 95, §, = 10, ed una probabilita di

errore di primo tipo a = 0.05

Popolazione N (u,02) i.i.d. o2 incognita

Campione n =25 X, =95 5, =10 a =0.05
TEST  Hoip=100 Hy:p <100 > Sirifiuta Hy se ’;"/;v"%’ < -ty
Taio 95100 .
Sa/Vm - 10/425 E vero che 2:/;\/”%0 < —tir_l;l)
D = ¢35 = 2% — 171088 —2.5 < —1.71088

Si rifiuta Hy a livello 5%

Esercizio 11 bis

Verificare la seguente ipotesi per la media di una popolazione Normale
Hy:p =100 Hi:p <100

sulla base di un campione casuale di ampiezza n = 25 che fornisce le

seguenti statistiche campionarie X, = 106, 5, = 10, ed una probabilita

di errore di primo tipo @ = 0.05

Popolazione N (u,02) i.i.d. o2 incognita
Campione n =25 X, =106 5, =10
TEST  Hy:p =100 Hy:p < 100

Si rifiuta Hy quando la media campionaria & molto piu piccola di 100.

In questo caso la media campionaria 106 e piu grande di 100,

quindi sicuramente non si rifiuta Hg a livello 5%

Esercizio 12

Da un campione casuale di 150 bottiglie di birra di una certa marca risulta
un contenuto medio di 0.99 litri con deviazione standard 0.05.

Verificare, con un livello di significativita 0.01, se la quantita di birra
contenuta é 1 litro come indicato sull’etichetta.

Popolazione ....(u,0?) i.i.d. o2 incognita
Campione n =150 X, = 0.99 5, = 0.05 a=0.01
TEST  Hyp=1 Hyp#1 > Sirifiuta Hy se |’?/;jﬁ" >t
n
2> Sirifiuta Hy se ’;"/_‘/’%0 > Zi_qp2
n
N Xn—H
Tn—Ho  099-1 _ Jas Non & vero che |s’:/\/ﬁo > Zi_qp2
Sn/Nm 0.05/V150 ' 2.45 < 2.58

Non si rifiuta Hy a livello 1%
Z1-a/2 = Z1-0.01/2 = 20995 = 2.58 0 o

L’etichetta sulla bottiglia
corrisponde al contenuto
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