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ANOVA a un fattore (one-way)
Esempio: I dati sulla concentrazione media di mercurio (in ppm) in 4
specie di squali catturati al largo della Florida sono riassunti in tabella:

Specie ࢏࢔ ࢏ഥ࢞ ࢏࢙

1 53 0.77 0.32
2 21 0.77 0.71
3 81 1.06 0.63
4 95 0.50 0.36

C’è abbastanza evidenza per concludere
che le concentazioni medie di mercurio
nelle diverse specie di squalo sono
diverse? Cohen & Cohen, p.348
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Déjà-vu…

Statistica-2c



ANOVA a un fattore (one-way)

ଵܺ௞ , … , ܺ௡ೖ௞ , ݇ = 1, … , ܩ campioni casuali, indipendenti tra loro
௜ܺ௞~ࡺ ௞ߤ , ૛࣌

෍ ෍ ௜ܺ௞ − ധܺ ଶ
=

௡ೖ

௜ୀଵ

෍(݊௞−1)ܵ௞
ଶ

ீ

௞ୀଵ

+ ෍ ݊௞ തܺ௞ − ധܺ ଶ
ீ

௞ୀଵ

ீ

௞ୀଵ

stimatore di ߪଶ sotto ܪ଴: ଵߤ  = ⋯ = ீߤ

var. within var. between
media delle

varianze
varianza

delle medie



ANOVA a un fattore (one-way)

ଵܺ௞ , … , ܺ௡ೖ௞ , ݇ = 1, … , ܩ campioni casuali, indipendenti tra loro
௜ܺ௞~ࡺ ௞ߤ , ૛࣌

෍ ෍ ௜ܺ௞ − ധܺ ଶ
=

௡ೖ

௜ୀଵ

෍(݊௞−1)ܵ௞
ଶ

ீ

௞ୀଵ

+ ෍ ݊௞ തܺ௞ − ധܺ ଶ
ீ

௞ୀଵ

ீ

௞ୀଵ

stimatore di ߪଶ sotto ܪ଴: ଵߤ  = ⋯ = ீߤ

var. within var. between
media delle

varianze
varianza

delle medie

rifiuto ܪ଴ al livello 1 − ߙ se: 
∑ ݊௞ ௞ݔ̅ − ݔ̿ ଶ/ ܩ − 1ீ

௞ୀଵ
∑ (݊௞−1)ݏ௞

ଶீ
௞ୀଵ /(݊ − (ܩ

> ܩ)ܨ − 1, ݊ − ଵିఈ(ܩ



0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

ANOVA a un fattore (one-way)

∑ ݊௞ ௞ݔ̅ − ݔ̿ ଶ/ ܩ − 1ீ
௞ୀଵ

∑ (݊௞−1)ݏ௞
ଶீ

௞ୀଵ /(݊ − (ܩ
> ܩ)ܨ − 1, ݊ − ଵିఈ(ܩ

ܩ = 3
ܩ = 5
ܩ = 10
ܩ = 15

݊ = 200

ܩ)ܨ − 1, ݊ − ଵିఈ(ܩ

rifiuto ܪ଴ al livello 1 − ߙ se: 

Distribuzione 
di Fisher



ANOVA a un fattore (one-way)
ଵܺଵ, … , ܺ௡భଵ , … , ଵܺீ , … , ܺ௡ಸீ campioni casuali, indipendenti tra loro

௜ܺ௞~ܰ ௞ߤ , ଶߪ

Fonte df SS MSS=ௌௌ
ௗ௙ ratio-ࡲ

Between ܩ − 1 ܤܵܵ = ෍ ݊௞ ௞ݔ̅ − ݔ̿ ଶ
ீ

௞ୀଵ

ଶݏ
஻ =

ܤܵܵ
ܩ − 1

ଶݏ
஻

ଶݏ
ௐ

Within ෍ ݊௞ − 1 = ݊ − ܩ
ீ

௞ୀଵ

ܹܵܵ = ෍ ෍ ௜௞ݔ − ௞ݔ̅
ଶ

௡ೖ

௜ୀଵ

ீ

௞ୀଵ

ଶݏ
ௐ =

ܹܵܵ
݊ − ܩ

Mean 1 ݊ ധܺଶ

Total ݊ ෍ ෍ ௜௞ݔ
ଶ

௡ೖ

௜ୀଵ

௄

௞ୀଵ

݊ = ݊ଵ + ⋯ + ݊ீ

෍ ෍ ௜ܺ௞ − ധܺ ଶ
= ෍ ෍ ௜ܺ௞ − തܺ௞

ଶ
௡ೖ

௜ୀଵ

+ ෍ ݊௞ തܺ௞ − ധܺ ଶ
ீ

௞ୀଵ

ீ

௞ୀଵ

௡ೖ

௜ୀଵ

ீ

௞ୀଵ

(residual
sum of 
squares)



ANOVA a un fattore (one-way)
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nelle diverse specie di squalo sono
diverse? Cohen & Cohen, p.348
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Errore di prima specie nei confronti multipli: prob. di trovare almeno
una differenza significativa dato che tutte le medie sono uguali.
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Specie ࢏࢔ ࢏ഥ࢞ ࢏࢙

1 53 0.77 0.32
2 21 0.77 0.71
3 81 1.06 0.63
4 95 0.50 0.36

C’è abbastanza evidenza per concludere
che le concentazioni medie di mercurio
nelle diverse specie di squalo sono
diverse? Cohen & Cohen, p.348

Commenti: 
Le varianze sono tutte uguali?
senza dati disgregati non posso verificare la normalità, ma se li ho 
devo farlo!
Come incidono le diverse numerosità dei gruppi?

• Tukey (o Tukey-Kramer) “approssimato”;
• Robustezza rispetto agli scostamenti dalla normalità



ANOVA a due fattori (two-way)
Studio multi-centrico dell’efficacia di un trattamento.
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ANOVA a due fattori (two-way)
Studio multi-centrico dell’efficacia di un trattamento.

FATTORE 2:
livelli dati dai
diversi centri

FATTORE 1:
livelli dati, 
p.es, dalle

dosi
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Esempio
In ciascuno di quattro appezzamenti di terreno vengono piantate 5 
varietà di avena, ottenendo i seguenti dati di produttività: 

Terreno
Avena 1 2 3 4

1 296 357 340 348
2 402 390 420 335
3 345 342 358 308
4 360 322 336 270
5 324 339 357 308

I dati sono compatibili con 
l’ip. che la produttività non 
dipenda
a) dal terreno?
b) dalla varietà?
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ANOVA a due fattori (two-way)
Confronto di metodi di insegnamento

Metodo A : insegnante Bodini

Metodo B : insegnante McGranit

Metodo C : insegnante : Merlino
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Metodo C : insegnante : Merlino
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Confronto di metodi di insegnamento
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Prof. 1 Prof. 2 Prof. 3



ANOVA a due fattori (two-way)
Confronto di metodi di insegnamento

Metodo A

Metodo B

Metodo C

Prof. 1 Prof. 2 Prof. 3

C’è un’effetto dovuto
alla combinazione di un 

metodo con un dato
insegnante?

C’è un’effetto dovuto
alla combinazione di un 

metodo con un dato
insegnante?
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Fonte df SS ratio-ࡲ

Riga
Between ݎ − 1 ܵܵோ = ܿ݉ ෍ തܺ௜∙∙ − ധܺ ଶ

௥

௜ୀଵ

ܵܵோ ݎ) − 1)⁄
ܵܵܵௐ ߬ௐ⁄

Colonna
Between ܿ − 1 ܵܵ஼ = ݉ݎ ෍ തܺ∙௝∙ − ധܺ ଶ

௖

௝ୀଵ

ܵܵ஼ (ܿ − 1)⁄
ܵܵௐ ߬ௐ⁄

Interazione ߬ூ = ݎ) − 1)(ܿ − 1) ܵܵூ = ݉ ෍ ෍ തܺ௜௝∙ − തܺ௜∙∙ − തܺ∙௝∙ + ധܺ ଶ
௖

௝ୀଵ

௥

௜ୀଵ

ܵܵூ ߬ூ⁄
ܵܵௐ ߬ௐ⁄

Within ߬ௐ = ݉ − 1 ܿݎ ܵܵௐ = ෍ ෍ ෍ ௜ܺ௝௦ − തܺ௜௝∙
ଶ

௠

௦ୀଵ

௖

௝ୀଵ

௥

௜ୀଵ

Media 1 ܿݎ݉ ധܺଶ

Totale ܿݎ݉ ෍ ෍ ෍ ௜ܺ௝௦
ଶ

௠

௦ୀଵ

௖

௝ୀଵ

௥

௜ୀଵ

ANOVA a due fattori (two-way)
௜ܺ௝௦~ܰ(ߤ + ௜ߙ + ௝ߚ + ௜௝ߛ , (ଶߪ indipendenti, ݅ = 1, … , ;ݎ  ݆ = 1, … , ܿ; ݏ  = 1, … , ݉

ܵܵ஼ (ܿ − 1)⁄
ܵܵௐ ߬ௐ⁄ ܨ~ ܿ − 1, ߬ௐ

sotto
଴,ఉܪ ∶ ௝ߚ  = 0  ∀ ݆

sotto
଴,ఈܪ ∶ ௝ߙ  = 0  ∀ ݆

ܵܵோ ݎ) − 1)⁄
ܹܵܵ ߬ௐ⁄ ܨ~ ݎ − 1, ߬ௐ

sotto
଴,ఊܪ ∶ ௜௝ߛ  = 0  ∀ ݅, ݆

ܵ ூܵ ߬ூ⁄
ܵܵௐ ߬ௐ⁄ ܨ~ ߬ூ , ߬ௐ



Esercizio
Confronto di metodi di insegnamento

Metodo A

Metodo B

Metodo C

Prof. 1 Prof. 2 Prof. 3

95,85,74,74 60,90,80,70         86,77,75,70   

90,80,92,82          89,90,91,86         83,70,75,72

70,80,85,85          68,73,78,93         74,86,91,89 

Facciamo un saltino in 
Script4a.R
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Studio multi-centrico dell’efficacia di un trattamento.
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RANDOMIZED BLOCK DESIGN: un 
fattore di primario interesse e una

variabile che rappresenta una
caratteristica che causa eterogeneità tra

le unità sperimentali (fattore di 
“disturbo”)



Randomized block design:
esempio. Cfr rendimento di varie

marche di benzina
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Randomized block design:
esempio. Cfr rendimento di varie

marche di benzina

tipo e/o marca di
auto influiscono
sul rendimento, 

ma tale 
variabilità è 
necessaria!

Ogni marca di benzina viene testata da utilitarie ed auto sportive in

ugual proporzione: in ogni blocco (tipologia di auto, utilitaria o sportiva

nell’esempio) c’è una relativa omogeneità di unità sperimentali (auto),

ciascuna delle quali viene assegnata casualmente ad un trattamento

(marca di benzina). Le eventuali differenze tra le marche di benzina

non potranno, così, essere attribuite al tipo di auto usata per la prova.

Il disegno a blocchi randomizzato rimuove la tipologia di auto come

potenziale fonte di variabilità e come eventuale variabile confondente.


