MATeXp — prontuario

Capitolo W50

prontuario: trasformate di funzioni
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W50 a. trasformata di Fourier

Supponiamo sia ¢ una variabile reale per oo < t < 400, w una variabile in R ed f(¢) una funzione-RtR
—+o0

differenziabile a pezzi e assolutamente integrabile, ossia tale che / dt |f(t)] < o0 .
—o0

Si definisce trasformata di Fourier della f(t)

. +oo .
flw) = Fulr0) = [ aters
—o0
In molti contesti il deponente della F si puo trascurare.
L’enunciato F(w) = f(t) si esprime anche con la scrittura f(¢) D F(w) o con la equivalente trasposta

Fw) C f(t) .

W50 a.01 proprieta della trasformata di Fourier

linearita: ]-'(041 i) + s - fz(t)) = a1 F, (fl(t)) + ag -}"w(fg(t))
simmetria: f(t) D glw) = ¢g(t) D27 f(—w)

parita: ft) pari = f(w) pari , f(t) dispari = f(w) dispari

derivazione rispetto a un parametro:

Fw,a) == F,(f(t,a)) = F, (aaa f(t,a)) = gh (f(t,a))

(0%

derivazione reiterata:

Gw) = F, (ﬁf(t)) = F.(ft) = (CITVL(*;T)L—FZ Cj%é
§=0
g(t) = Fi <dd:" F(OJ)> = F.(9@®) = (ff?)” —|—Z_: kjj%n(t)
3=0

formula di sommazione di Poisson:

= , 1 X /2nn
en s 5 jon = 3 8 7(%7)

j=—o0 n=-—oo
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W50 b. trasformata di Laplace

Consideriamo una funzione-RtC f(¢) continua a pezzi in Ry che soddisfa una limitazione della
+oo

forma |f(t)] < c1e®"' e tale che esista dt e *' f(t) e che valga una limitazione della forma

0
|f(#)] < c1e?; sia inoltre s una variabile complessa.
Si dice trasformata di Laplace della f(¢) la funzione

400
F(s) = £(0) = [ e g

W50 b.01 proprieta della trasformata di Laplace
linearita: Loy - f1(t) +az- fo(t) = a1 L(f1(t)) + a2 - L(f2(D))
t
proprieta di convoluzione: L </ du f1(t — u) - fg(u)) = L(f1(1)) - L(f2(¢))
0

t
proprieta di integrazione: L (/ du f(u)> = %L’(f(t))
0

n n—1 i
proprieta di derivazione: L (((iit f(t)> = s"L(f(t)) — ; snT1=d ( li @ f(t)>

m —
t—0+ dt7

<

proprieta di traslazione: L(f(t—d) = e ?s L(f(1))

1
proprieta di omotetia: L(f(a t)) = —F (i) per a€R,

« «@
proprieta di smorzamento o damping: L(e*'f(t) = F(s+a)

d n
proprieta di moltiplicazione: LA f@) = (-1 o F(s)
1 oo
proprieta di divisione: L (t f(t)) =ifs / du F(u)
1 C3+i00
inversione della trasformazione: ft) = L7T1F(s) = oP dt e*' F(s)
™ 537ioo

relazione con la trasformata di Fourier

+o0 R

Ve<0 @ f(t)=0 A / dt |[f(t)] <o = flw) = L(f(iw))
W50 b.02 trasformate di Laplace specifiche
1 n n! Cat.ny n!
LU=~ L) =57 L(e™™'t") = Gta)yt
W50 b.03 antitrasformate di Laplace specifiche
1
Fis) =~ = f) =1,
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W50 c. trasformata-z

W50 c.01 Consideriamo la successione x :<n €N xn> e la variabile reale z; si dice trasformata-z

della x la serie di potenzenonpositive della z lo sviluppo

+00 1
Z.(x) = anz—n
n=0

In questa sezione ci serviremo della funzione di Heavyside sugli interi Hvsd(n) := { (1) zzg Z i 8
della delta di Kronecker 6y, := {0 sse k # n .
’ 1 ssek=n
W50 c.02 proprieta della trasformata-z
linearita: Zz (051 X1+ ag - X2> = o1 - Zz (X1> —+ o - Zz (XQ)
successione inizialmente azzerata
VkeP @ Z, ((n € [k : +o0) ¢ xn>> = Z(x)
successione traslata
k—1 _
VkelP . Zz(<n e N xn+k>) = F. Z,(x) - 2F I g
§=0
Z.((neNda" an)) = Z.sa(x)
P T d*
Vk e P Z |l (neN| (-1 n—7) Tp_ Hvsdn>> = —Z,(x
( [0 T =) o)) = 55.2.(9)
d
ZZ(<n eEN:n- xn>) = —z- E(Zz(x)

convoluzione di due successioni, x ed y = <n eN f‘ yn>

Z, <<n eN :‘ g:oxn—j ya>) = Z, <<n e N g% l/n—j>> = Z.(x)- Z:(y)

W50 c.03 trasformate-z specifiche

VkeP : Z((neN| ) = L

) Zk
Va e C,, ZZ<<nEN:\ a">) = zfa
Va e C,, . ZZ(<n€N d oz”>) = zja
LAk
VkeN © Z((neNi Hsd(n—k)am¥)) = Z—
VaeC,, | Z, <<n €N na">> = ﬁ
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vaeC,.  Z((neNinan)) = m

Testo fruibile in https://www.mi.imati.cnr.it/alberto/ e https://arm.mi.imati.cnr.it/Matexp/matexp_main.php
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